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Solucoes dos Para Casa

Vetores, Matrizes e Sistemas Lineares

. T

Localize os pontos A = (1,1), B = (=3,0), C = (4,1), D = (2,-3) e £ = (3,—2) no plano
cartesiano. Determine as coordenadas dos vetores abaixo e esboce um de seus representantes.

(a) @ = AB + AC + AD
(b) #=2(BC — EC) +3EA — 24D

Solucgao:

(a)
i =(—4,-1)+(3,0) + (1,—4) = (0, -5)

oty

(b) Note que BC = (7, 1), EC = (1, 3), EA = (=2, 3) ¢ AD = (1, —4). Dai,

T=2(6, —2)+3(=2, 3) —2(1, —4) = (12, —4) + (=6, 9) + (2, —8) = (4, 13)

. =

Normalize os vetores @ = (1,v/2,/3,0) e 7 = (4, —v/2,0, —5).

BTs

. : 0 —1 0 1 0 1 1
Considere as matrizes R = [1 0 } e S = [1 0}, e os vetores u = L}, v = [1] ew = [3]

(a) Esboce o triangulo ABC' que tem como vértices as extremidades dos vetores.
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(b) Calcule ' = Ru, v" = Rv e w' = Rw. Esboce o novo triangulo A’B'C’ com vértices dados
pelos novos vetores.

(c) Calcule u” = Su’, v" = Sv' e w” = Sw'. Esboce o triangulo A” B”C" com vértices dados pelos
novos vetores.

(d) Calcule M = SR. Esboce o triangulo com vértices em Mu, Mv e Mw.

Solucao:

a 0dos O0S €sbOCOos estao reito abalxo. Vamos razer os calculos dos vetores.
Tod b o feito abaixo. Vamos f {leulos d
, o —1]fo] [-1] , o =[] _[-1] ., [o —1][1] [-3
<b)“_{101_0’“_101_1’7“”_103_1'
s [0 1) (-1 (o] , Jo1][-1] [1]. ., [o1][-3] [1
(C)“_Loo_—l’”_lo I ) I U1 B I O R 1

(d) Por fim,
wesne [0 - )

|10  (1r{
o=y O] 5] =[] =
A C
3
' B //’
p 16 B
Al
=3 2 gl 9 1 7 T
/;21// B
AL
-2
-3 l
C//

1
0 3
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Solucgao:
1 2] |-2 1 -2 7
an=13 5 8= 56 )

SeEIFR

T o

(a) Sejam A= [z 4 —2] e B=[2 —3 5]. Encontre o valor de  tal que AB' =0, onde 0 ¢ a
matriz nula, isto é, com todas as entradas sendo zero.

(b) Calcule M3, onde

010
M=10 01
000
Solucao:
(a)
2
AB'=[z 4 2] |-3| =[20—-22] =[0] = = =11.
5
(b)
01 0][0o10 00 1 000
M?>*=10 0 1|10 0 1| =10 0 Ol =M*=M*M=10 0 O
00 0[|00O 000 000

T 6.

(a) Determine o angulo entre os vetores 4 = (2,—3) e U = (1, 1).

(b) Um retangulo tem vértices nos pontos A = (1,2,3), B = (3,6, —2) e C = (0,5, —4). Determine
o ponto D.

N 7

(a) Considere os pontos A = (2,—1,0), B = (0,1, —1). Determine a reta r que passa por A e B.

(b) Sejam A = (0,1,8),B = (-3,0,9) er: X = (1,2,0) + t(1,1, —3). Determine o ponto C de r
tal que A, B e C sejam vértices de um triangulo retangulo com angulo reto no vértice C.

Solucgao:
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(a) Note que zﬁ = (-2, 2, —1), dai,

r= 2-2t
roqy= 2t—1
z= —t, teR

(b) Como C' € r, temos que C' = (t + 1, t +2, —3t) para algum ¢ € R. Como o angulo reto é
em C, entao

—
CA-CB=0= (—t—1, ~t—1, 3t+8)-(—t —4, —t—2, 3t+9) = 0.

Donde,
26
12 + 59+ 78 =0 =t; = —3, bh=—17
Logo, os pontos buscados sao
15 4 78
=(-2, -1 =l-——, ——, = |.
Cl ( ) ) 9) eCQ ( 117 117 11)

T S

(a) Determine a equagao da reta que passa pelo ponto A = (3, —5) e tem coeficiente angular igual
a b.

(b) Esboce no plano a reta cuja equagao ¢ dada por % + § = 1.

BT o

Usando a técnica aprendida, resolva o seguinte sistema linear.

—6r—y+2=0
3r+y+5z=1

Solugao: Multiplicando-se a 22 linha por 2 e somando-se a primeira, temos

—b6r—y+2=0
y+1lz =2

Donde conclui-se que

1
x:22—§ey:2—11z
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o
lﬁ' L0,

Resolva os sistema: AX = Be AX = C, onde

1 -2 1 1 2
A=12 =5 1|, B=|-2| eC=|-1
3 -7 2 —1 2

Solugao: Como a matriz A é a mesma pra ambos os sistemas, podemos escalonar a matriz
aumentada [A|B C], uma vez que o mesmo escalonamento serve para os dois sistemas.

1 -2 1 1 2 1 -2 1 1 2
2 =5 1 -2 -1 Lo — Ly — 214 0 -1 -1 -4 -5 L2 — —L2
3 =7 2 -1 2 Ly—L3—=3L1 |0 —1 —1 —4 —4

1 =2 1 1 2 1 =211 2
0 -1 -1 -4 —4 0 0 001

Com isso vemos que o sistema AX = C' nao tem solucao, pois a iltima linha do escalonamento
foi 0 = 1, um absurdo.

Quanto ao sistema AX = B, temos que é equivalente ao sistema

r—2y+z=1
y+z=4

cuja solucao geral ¢é
X ={(9-3a,4—a,a); a € R}.

o
ﬁ O PP

Resolva o sistema pelo método de Gauss-Jordan

Ty + 229 — 324 + x5 = 2

T1+ 229 + 13 — 324 + 5 + 226 = 3
T1+ 229 — 3x4 + 205 + 26 =4

3x1 + 629 + 3 — 914 + 45 + 326 = 9,

Solucao:
120 -3 102 120 -3 10]|2
121 -312[3| Lyslo—-L, [001 0 0 2|1
1 20 -32 14| LasLs-Li 000 0 1 1|2 L3¢ 1a
361 -9 4 39| La=Ls=3L1 | 9g01 0 1 3|3
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120 -310]2 20 =31 0[27 1,51, 1,
001 0 0 2|1 01 0 2|1
001 0 1 3|3 0 0 1 112
Ls — Ls— L
000 0 112 7 0 0 1 1|2 | La—Lla—Ls

L— o o o

|
w
P OO oo o
|
—_

o O O
S OO
o O = O
o O O
O =N
SN = O

Voltando ao formato de sistema:

ZE1—|—2£L‘2—3[L'4—ZL‘6:O
x3+2x6:1

Ty + g = 2.
Fazendo x5 = a, x4 = e x4 = 7y escrevemos a solugao geral:

S: {(_20[_}_3/8—’_770[71_277/872_777)) O(,@,'YER}~

% L

Determine os valores de a para os quais o sistema nao tem solucao, tem tinica solugao e tem infinitas
solucoes.

r+yt+z=2

20+ 3y +22=5

20 +3y+2z(a®—1)=a+1,

Solucgao: Para isso, vamos colocar o sistema na forma escalonada.

1 1 1 2 1 1 1 2
2 3 2 5 | LhoIe—2m, |01 0 1 | Ly— Ly— Ly
2 3 a>—1|la+1| Ls—=Ls—2L1 | 0 1 a>2—3|a—3

1 1 1 2

0 1 0 1

0 0 a>—3|a—14

A partir desta matriz, podemos concluir que o sistema:
e nio terd solucdes quando a> —3=0e a —4 # 0, isto é, quando a = +v/3
e terd infinitas solucoes quando a?> —3 =0 e a — 4 = 0, isto é, nunca terd infinitas solucoes.
e terd uma tinica solucio quando a®> —3 # 0 e a —4 # 0, isto é, quando a # +v/3 e a # 4.

Em resumo, se a = +1/3 o sistema nao tem solucoes, se a # ++1/3 o sistema tem uma unica
solucao.
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o
lﬁ' S P

Verifique se as seguintes matrizes sao invertiveis

b2 13—11;
A=1|11 2|, B=

011 1 -1 2 1

1 3 3 2

Solugao: Primeiramente vamos escalonar com a matriz A.

12 3/1 00 1 2 3|1 00
11 2]0 10 L2—>L2—L1 0O -1 —-1]—-1 1 0 L3—>L3+L2
01 1]0 01 0 1 1[0 01

1 2 3] 1 00

0 -1 -1/-1 10

0 0 0 |-111

Como a ultima linha da matriz linha-equivalente é zero, temos que A nao é invertivel.

Agora, vamos escalonar a matriz B.

1 1 1 1/t 000 1 1 1 11 000
1 2 =1 2/010 0| Lyslo—1L, |0 1 =2 1|=110 0| IL;—L;—0L
1 -1 2 1/0 010 Ly — L3 — Ly O -2 1 0]—-1 01 0 Ly — Ly+ L3
1 3 3 2000 1| La=2La=Lr | o 2 2 1/=-100 1| Ls>Lst2l
10 3 0/2 —-100 10 3 0]/2 —-100
01 -2 1/-1 1 00 01 -2 1|/-1 1 00
00 =3 2/-3 2 10 La— Ls+ La 00 =3 2/-3 2 10
00 3 1/-2 0 11 00 0 3|-5 2 21

Neste passo ja sabemos que B ¢é invertivel, pois o sistema homogéneo associado a ela tem solugao
Unica. Vamos continuar o escalonamento para encontrar a inversa.

10 3 0l2 100 10 0 2/-1 110
01 =2 1|=1 1 00| L, 52,4, | 0 3 =6 3|=3 3 0 0 )
00 -3 2/-3 2 10| Los3, |00 -3 2|-32 10| 27l
(00 0 3/-5 2 21 (00 0 3/-5221
'1002—1110L3L'3006—3330LL2L
_ 1 _ 1 — olg o o 1 — Ly — 2Ly

03 0 -1/ 3 -1 20| L2319 9 1599900 b=h-2L
00 -3 2|32 1 0| 237200 -9 6/ 9630|225
(00 0 3|-5 2 2 1 00 0 3[-52 21

30 0 0|7 -1 -1 -2

09 —18 0| 6 3 -6 —3

00 -9 0|1 2 -1 —9| k2rl2-2L

00 0 3/-5 2 2 1

Page 7



UNIVERSIDADE FEDERAL FLUMINENSE Geometria Analitica

DEPARTAMENTO DE CIENCIAS DA NATUREZA e Algebra Linear
CAMPUS DE R10 DAS OSTRAS Atualizada em:
Professor Reginaldo Demarque 3 de julho de 2025
L1—>%L1
30 0 0[7 -1 -1 =2 1oo0o0f -+ -1 -2
Lg—)ng 431 ;% 2 13
09 0 04 -1 —4 1 9 01005 —5 =5 ¢
1 1
00 =9 011 2 =1 =2 ;0 4 |00 10— -5 g 3§
00 0 3/-5 2 2 1 000 1[-2 2 2 1
L4—>%L4
Logo,
o 1 _1 _2
F O S B
—1 - a - a Y
B==1% _% 1 3
9 9 9 9
_o 2 2 1
3 3 3 3

Determinantes e Algebra Linear no R"

§t{ P

Determine a area do triangulo cujos vértices sao os pontos A = (3, 2, 0), B = (1, 0, 2) e C =

(0, 4, 3).

Solugao: A area do triangulo é dada por
1
SIAB x AC.

Como ﬁ =(-2, =2, 2) e 1@ = (=3, 2, 3), entao /@ X 1@ = (—10, 0, —10) e portanto a
area do triangulo ¢ dada por

1
5l (=10, 0, =10) | =5v2.

(a) Obtenha a reta r dada pela intersegao dos planos 7y :z +y+z2=2em:x—y — 2z =0.

r=1t+1
(b) Determine os pontos da reta r que estdo a distancia v/6 da reta s : { y = —t
z=t—1, teR.

Solucao:

(a) Basta resolvermos os sistema

r+y+z=2
r—y—z=0.
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Escalonando a forma reduzida:

1 1 1|2 1001:>:E:1

Fazendo z = t, obtemos

r=1
roqy=1-—t
z=t,teR.

Portanto, um ponto genérico da reta r é da forma A = (1, 1 —¢, t). Queremos determinar
t tal que d(A, s) = /6. Sabemos que P = (1, 0, —1) € s e que ¥ = (1, —1, 1) é um vetor
diretor de s. Com isso,

AP x 7
Il —

Como ﬁ =(0, t—1, —t —1), entao /ﬁ X U= (=2, —t—1, 1 —1t) e portanto

d(A,s)

(=2 =118 \/(t—1)2+(t+1)2+4
V6 = NG _ = |

Donde,
M1 6=18=1t=—v6out=6.

Logo, os pontos buscados sao:

A1:<1, 146, —\/6) eA2:(1, 1 -6, \/6>.

>
ﬁl&

Determinar = para que o volume do paralelepipedo que tem um dos vértices no ponto A = (2,1, 6)
e os trés vértices adjacentes nos pontos B = (4,1,3), C' = (1,3,2) e D = (1, z, 1) seja igual a 15.

el
LT e
11 1
. - 8 - -1 S, .
Escreva, se possivel, os vetores b = | 6l €02 = |, | como combinagao linear dos seguintes
4 0
vetores
2 1 3
S |1 . -3 . 1
0 _9|> V2 9 € Ug 1
1 -1 0
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Solugao: Para isso, basta escalonar a matriz aumentada com as duas tltimas colunas sendo os
vetores by e bs.

2 1 311 1 1003 0
1 -3 1|8 -1 01 0[—10
2 2 11=6 0 | T loo1]2 o
1 -1 0|4 0 0000 1

Com isso, temos que by nao pode ser escrito como combinacao linear dos vetores dados, uma
vez que o sistema considerando-se a matriz dos coeficientes e a ultima coluna nao tem solucao.
Jé o sistema considerando-se a matriz dos coeficientes e a pentltima nos dé a seguinte solugao:

51 = 3?71 - 772 + 2173

o
ﬁ L

Para cada caso, diga se o conjunto de vetores é LI ou LD.
(a) {(1, 1, 2),(1, 0, 1), (4, 6, 12)}
(b) {(0? 3a 1>7(6> Oa 5))(4, _7> 1)}

Solucao:
(a) Basta escalonar a matriz A cujas colunas sao so vetores v; = (1, 1, 2), vh = (1, 0, 1) e
7 = (4, 6, 12).
11 4 1 00
A=|1 0 6|« |0 1 0
2 1 12 0 01

Como este sistema tem tnica solucao, os vetores sao LI.

(b) Basta escalonar a matriz B cujas colunas sao os vetores v, = (0, 3, 1), vh = (6, 0, 5) e
173 == (4, —7, 1) .

0 6 0
3 0 -7 12
_ 3
B=|1 4 0 0

11 0 0

Como este sistema tem infinitas solucao, os vetores sao LD.

o
ﬁ PP

Encontre um subconjunto dos vetores
01 = (1,-2,0,3),9, = (2,—5,—3,6),

773 = (07 17370)7774 = (27 _1747 _7)7775 = (57 _87 172)

que forma uma base para o espaco gerado por eles.
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Considere a matriz

(a) Determine os autovalores de A.
(b) Determine os autoespacos de A.

(¢) Determine uma base para cada autoespago e a dimensao.
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Solugao: Vamos calular o polinomio caracteristico.

[\ 0 2 0
1 =A 1 0
0O 1 —=Xx-=2 0
0 0 0 1-A

—1
0
A = —2, autovetores: 11
- O -
- o
1
A = —1, autovetores: BE
— O -
2 0
3 0
A = 1, autovetores: 1l ol
0 1

p(\) = det(A — M) = det =A=1’\+1)(A+2).

A seguir sao dados os autovalores e a respectiva base do autoespaco.

o
2L
(a) Mostre que
4 2 2
A= 1|2 4 2
2 2 4
¢ diagonalizavel e obtenha as matrizes diagonal D

(b) Calcule B, onde

-1 7 -1
B=|10 1 0
0 15 -2
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Solucgao:
(a) Primeiramente, vamos calcular o polinémio caracteristico.
4— )\ 2 2

p(A) =det(A—A)=det| 2 4—-X 2
2 2 4—- A

=—(A=8)(A—2)".

Com isso, temos que os autovalores sao \y = 2 e \y = 8. Agora vamos determinar os
autoespacos correspondentes.

Autoespaco Ey = ker(A — 21):

2 2 2 111
2 22|00 0| =E={(-a—-05q,0); a,0 R}
2 2 2 000
Com isso, dim Fy = 2 e uma base para esse autoespago ¢é:
-1 -1
By = 11,10
0 1
Autoespago Fg = ker(A — 81):
—4 2 2 1 0 —1
2 4 2|+ |01 -1 =E={(0,a,a); aeR.}
2 2 —4 00 O

Com isso, dim Fg = 1 e uma base para esse autoespaco é:

1
Bs = 1
1
Portanto, as matrizes D e P sao
2 00 -1 -1 1
D=0 2 0f, P=|1 0 1
0 0 8 0O 1 1
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