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Resultados sobre Integracao que todos devem saber

Seja (X, M, ;1) um espaco de medida
@ Dizemos que X é o-finito quando existe uma familia enumerdvel (X,,) em M tal que
X =U X, e u(Xy) < 4o0.
@ Denotaremos por L'(X) o espaco das funcdes integraveis e definimos

1l = /X fldu.

o f e L'(X) se, e somente se, || f||11(x) < +00.

@ 8
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Teorema 1.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue).

Seja (fn) uma sequéncia de funcdes em L'(X) que satisfaz:
O fu(x) = f(x) gsem X,
0O Existe g € LY(X) tal que |fn(z)| < g(7) g.5. em X.
Entio f € LY(X) e || fn — flloix) — 0.
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Teorema de Fubini-Tonelli em RY

Sejam X C R" e Y C R® conjuntos mensurdveis com m,(X) > 0 e my(Y) > 0. Entdo
X xY CR" x R® é mensuravel e

Myts(X XY) = m, (X)ms(Y).
Além disso, se f: X — R e g:Y — R sio funcdes mensuraveis, entdo a funcio

h(z,y) = f(2)g(y)

€ mensuravel.

@ 8
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Teorema de Fubini-Tonelli em RY

Dado F : X x Y — R, definimos as funcdes
Fo(y) =F(z,y), yeY e F¥(z) = F(z,y), 1€ X

Teorema 1.2 (Tonelli).

Sejam X C R" e Y C R® conjuntos mensurdveis. Se F': X x Y — R é uma funcio
mensurdvel e ndo negativa, entdo as fungdes f(x) = [, Fydy e g(y) = [y FY dx sdo
mensuraveis e

/XxyF(x,y) d:cdy:/X [/YF(x,y)dy] dw:/y [/X F(w,y)daz] dy

& ]
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Teorema 1.3 (Fubini).

Sejam X CR" e Y C R?® conjuntos mensurdveis. Se ' € L'(X x Y, entdo
@ F.cl'(Y)gtpzeXeFVeL}(X)qtpy€cY.
@ f(z) = fy Fudy € LY(X) e g(y) = [y F¥dx € LY(Y).

Além disso,

/XxyF(x,y)d:vdy:/X [/YF(;E,y)dy] d:c:/Y [/XF(x,y)dx] dy

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF) 26 de marco de 2026



Seja © um aberto do RY.

e LP(2), 1< p< 400, éo espaco das fungdes u : 2 — R mensurdveis tais que
ull Lr(q) < +o0, onde

(Jo \u]pdx)l/p, para 1 < p < 400
HUHLP(Q) =
ess sup |u(x)|, para p = +oo.

Lembrando que: ess sup |u(z)| = inf{C; |u(z)| < C q.s. em Q}.
e LP(Q) é um espaco de Banach com a norma dada por ||u||z»(q)- No caso p =2 é um
espaco de Hilbert com produto interno dado por

@ (u,v) 20 :/Qu(x)v(x) dz.
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o Li () é o espaco das fungdes u € LP(K) para cada K compacto de (2.
@ Para cada compacto K C (2, defina px : LV (2) — R por

loc

et = ([ |uwpdm)1/p.

Dizemos que u,, — u € L (), quando

loc
pi (Um —u) — 0, VK C Q.
o I

loc

Q) — L

loc

(©) (a identidade é continua).

& ]
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Desigualdade de Holder

Sejam 1 < p,q < 400, com 1% 5 % =1. Seu e LP(Q) ev € LI(Q), entdo

/Q vl dz < [lull oy ol oo,

v

Teorema 1.4 (Ver [Brezis, Theorem 4.9)).

Sejam (f,) uma sequéncia em LP e f € LP(Q)) tais que f, — f em LP(QY). Entdo, existe uma

subsequéncia (fy,) e uma funcdo h € LP(Q) tais que

O fn.(x) = f(x) g.s. em Q
O |fn,(x)| < h(z) para todo k € N e g.s em (.

de marco de 2026
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Definicao 1.5.

Seu: Q) — R € continua, define-se o suporte de u, denotado por suppu, o fecho em ) do
conjunto dos pontos onde u ndo se anula, isto é,

suppu = {z € Q; u # 0}Q =ul(R— {O})rZ

Dizemos que uma fungio tem suporte compacto, quando o suporte de u € um compacto do
RY . Denotaremos por C°(§2) o subconjunto de C*°(Q) das funcSes com suporte compacto.

Observacao 1.6.

| A\

Note que estamos considerando o fecho em 2 ndo em RY, ou seja, o suporte é fechado em 2!
Caso contradrio, sempre que §2 fosse limitado, o suporte seria compacto. Por exemplo se

Q = B(0,1) eu(z) = 1, entdo suppu = B(0,1) que nio é fechado em RY .
&= =i
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AT Exercicio 1.1.

fexp(=1/(1 — 122, Jlell < 1
= {0= lall > 1.

Mostre que n € C2°(RY) e suppn = Bi(0).
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Particao da Unidade

Definicao 1.7.

Seja X um subconjunto arbitrario do R . Dizemos que uma cobertura aberta (Ux)ren de X
€ localmente finita se todo x € X possui uma vizinhanca V' que intercepta apenas um niimero
finito de U,

v

Proposicao 1.8 (Particao da Unidade, veja [Kesavan, Theorem 1.2.1]).

Seja 2 um aberto de RY. Dada uma cobertura aberta (Uy)xcp de Q, existe uma familia de
funcées (0x)ren definidas em Q, de classe C*°, chamada particdo da unidade subordinada a
cobertura (Uy)aen, tais que

@ suppfy C U,. ® 0<0), <1, para todo A € A.

® (supp b))\ € localmente finita. 0 \ca0h(z)=1
& o
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Definicao 1.9.
Sejam Q C RN um aberto, K C V C Q, com K compacto e V aberto. Dizemos que
¢ : Q2 — R € uma funcio corte subordinada a V' e identicamente 1 em K. quando

P EC(Q), suppp CV, p=1em K e0 < ¢(x) <1,Vx e

Notacao do Rudin:

K<<V

26 de ma

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF)



Corolario 1.10.

Seja K um compacto de R™. Entdo existem V e ¢ € C°(RY) tal que K < ¢ < V.

v,
Demonstracao.

Basta considerar a particdo de unidade subordinada a cobertura (V,R" \ K), onde V é um
aberto limitado contendo K. O

v
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Suporte em LP(£2)

Definicao 1.11.

Seja u € LP(Q). Definimos o suporte de u, denotado por supp u, como o conjunto obtido pela
intersecdo de todos os subconjuntos fechados de () fora dos quais u se anula quase sempre.

AT Exercicio 1.2.
Se u € CY(Q) N LP(R2), entdo as duas nogdes de suporte coincidem.

Proposicao 1.12 (veja [Brezis, Theorem 4.12]).

O espaco C.(RN) é denso em LP(RY), para todo 1 < p < oo.

& ]
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Convolucao

Proposicao 2.1.

Dados f,g € L*(RY), considere a funcdo
W)= [ flr—y)g(y)dy.
RN

Entio, h estd bem definida e pertence a L*(RY). Além disso,

Al Ly @y < I llr@myllgll e @y
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Definicao 2.2.

Dados f,g € L*(RN) definimos a convolucdo de f e g por

(f * o)z / fz—)

Proposicao 2.3.

Dados f,g,h € L'(RY), entdo
® frxg=gxf
@O (fxg)xh=[fx*(gxh)
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Proposicao 2.4.

SefeL'(RNV)ege LP(RY) (1 < p < +00), entdo f * g(x) existe para quase todo x,
frge LP(RN) e
1f * gllreny < NNl @y 9l Lo vy

Teorema 2.5 (Desigualdade de Young).

Sejam 1 < p,q,r < +oo tais que
1 1 1
—do=ld=
p q r

Se f € LP(RY), g € LY(RYN), entdo fxg € L"(RY) e

If * gllreey < W llpe sy |9l Loy
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AT Exercicio 2.1.

® Demonstre o Teorema 2.5.

® Se f e g sdo fungdes para as quais a convolugdo estd bem definida, entdo

supp(f * g) C supp f + supp g.

Proposicao 2.6.
Se f € C.(RY) eg e LL (RY) a integral da Definicdo 2.2 estd bem definida para todo

loc

x € RN. Além disso, f x g € C(RY).

| A\

& ]
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Notacdo de Multi-indice

Considere u: Q C RN - R, x = (21,...,7,) € RV,

@ Uma n-upla @ = (a1,...,an) de ndmeros inteiros ndo negativos é chamada de
multi-indice de ordem

la| =a1 +---+an

@ Definimos o operador derivacdo D% por

« 6‘a|u €z (63 (63 (67
D%u(z) = W = 811822,..81\71\1“(33)

@ Escrevemos a! = aqlas! -+ - ay!. Diremos que 8 < «a, se 3; < oy, parai=1,2,...,n.
Com essa notacdo a férmula de Leibniz é escrita como:

*(uv) = 704! Bu) (D By
D) = 3~ g PP D )
& - B
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Derivacao da convolucao

Proposicao 2.7.

Sejam f € CF(RY) (k>1) eg € LL _(RYN). Entdo f+g e C*RYN) e

D*(fxg)=(D"f)*g, Yo € N com |a| < k.

Em particular, se f € C°(RY) e g € LL (RY), entdo f x g € C®(RN).

& ]

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF) EDP 11 23 /91



Regularizacdo de funcoes !

Definicao 2.8.

Uma sequéncia de fungdes (p,)nen em RY sdo ditas funcées regularizantes quando satisfazem:

pn € C°(RY), supp pp C By/p(0) pn > 0 e/R pndr = 1.

Exemplo 2.9

Z
|
_
\,

Sejam 7 : RN — R definida como no Exemplo 1.1 e C' = ([pn n(z) dz) ™, defina
p(xz) = Cn(z). Para cada € > 0, defina a seguinte familia de fun¢des:

pe(x) = }Np (g)

Tomando € = 1/n, temos uma sequencia de fun¢des regularizantes.

LA Técnica de regularizacdo por convolugio foi originalmente introduzida por Leray e Frledrlchs
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Densidade de C'°(€2) em LP(Q2)

Proposicao 2.10.

Seja (pn) uma sequéncia de funcdes regularizantes. Se f € C(RYN), entdo p, x f — f
uniformemente em cada compacto do RY .

Proposicao 2.11.

| A\

Seja (pn) uma sequéncia de fungdes regularizantes. Se f € LP(RY), com 1 < p < oo, entdo
pn* f — f em LP(RYN), quando n — +oo.

A\,

Proposicao 2.12.

Seja Q € RN um aberto. Entio C°(§2) é denso em LP(), para todo 1 < p < oo.

& ]
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Lema de Du Bois Raymond

Proposicao 2.13 (Du Bois Raymond - ver [Brezis, Corollay 4.24] ).
Seja Q um aberto de RN. Sew € LL () tal que

/Qu(ac)go(a:) dx =0, Yo € C°(Q).

Entdou =0 g.s. em (.

Sob as hipéteses do Lema de Du Bois Raymond,

¢ para toda g € L>(RY), com suporte compacto em (.
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Funcoes Testes

Definicao 3.1.

Definimos o espago das fungdes testes, denotado por D(S2), o conjunto C2°(2) dotado da

seguinte nogcdo de convergéncia: Dados uma sequéncia (p,,) em D(Q2) e p € D(R?), dizemos
que

©m — ¢ em D(Q),
quando existe K C ) compacto tal que
@ supp pm, suppp C K, Vm € N;
® D%p,, — D%p uniformemente em K, Vo € NV,

Na verdade, D(2) é o espago vetorial C2°(€2) munido de uma topologia definida por uma
familia de seminormas. Esta topologia nos dd a no¢do de convergéncia acima. Para mais
@Stalhes, veja [Kesavan, Appendix 2] ou [Cavalcanti, Se¢do 1.3]. %

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF)
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Distribuicoes sobre )

Definicao 3.2.

Seja Q um aberto de RN . Uma distribuicdo sobre 2 é um funcional linear T : D(2) — R
que € continua no sentido da convergéncia sobre D({2), isto €,

para toda ¢, — 0 em D(R2), tem-se que (T, ) — 0.

O espaco das distribuicSes é o dual do espaco das funcdes testes D(S2) e é denotado por D'(2).

v

& ]
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Exemplo 3.3.

Se u € L} (Q), entdo T, definida por

(Tu, ) = /Q w(@)p(z) dz, p € D)

€ uma distribuicdo sobre ().

& ]
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Convergéncia de Distribuicoes

Sendo D'(2) o dual de um espaco vetorial topoldgico, podemos considerar sobre ele a
topologia fraca*. Com essa topologia, temos a seguinte nocdo de convergéncia.

Definicao 3.4.

Dizemos que T,, — T em D'(Q)) se

(Tn, ) = (T, ), Y € D(Q).

v,

Proposicao 3.5.

A aplicacdo T : u € L}, (Q) — T,, € D'(Q) € linear, injetiva e continua, isto §,
LL (Q) < D'(Q).

loc

& ]
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Distribuicao delta de Dirac

Exemplo 3.6.
® Dado g € (), a aplicagdo ¢, definida por

(020, ) = @(x0), o € D(Q),

€ uma distribuicdo sobre {2 denominada delta de Dirac?.

@® A distribuicdo d,, ndo é definida por uma fungdo localmente integravel.

900 é conhecida por “funcdo ¢ de Dirac”e foi introduzida por Paul Dirac em 1930. Seus célculos simbélicos
n3o faziam sentido matemdtico até a correta formulacdo pela Teoria das Distribuicdes desenvolvida por Laurent
Schwartz.

& ]
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A sequéncia de fun¢des regularizantes (p,,) definidas no Exemplo 2.9 converge para a
distribuicdo delta de Dirac dg. Isto é, uma sequéncia de func¢des localmente integraveis pode
convergir para um distribuicdo que n3o é definida por uma fungdo localmente integravel.

& ]
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AT Exercicio 3.1.

Mostre que sdo distribui¢oes:

© Seja A um caminho retificavel de classe C''([a,b]) cuja imagem estd contida em . Defina
(0x, ) = /Asods, Vi € D(Q).
® Seja v(z) =1/z, x # 0. Defina

(VP(1/z),p) = lim 2 dx, Yo € D(R),

e—0 |z|>e x

denominada distribui¢do Valor Principal de 1/x.

® O funcional ¢ € D(Q) — ¢'(0) € R, conhecido como doublet ou dipole distribuition.
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Derivadas das Distribuicoes

Definicao 3.8.

Sejam T € D'(Q) e a € NV. A derivada de ordem o de T é a distribuicio DT definida por:

(DT, ) = (=1)1*(T, D*p), Yy € D(92).

Exemplo 3.9.

® Se u € C'(Q) entdo a derivada no sentido das distribuicdes coincide com a derivada no
sentido cldssico.

0® Se 2 = (—1,1) entdo a fungdo u(x) = x(,1) € localmente integravel, com derivada
cldssica u/ = 0, exceto em x = 0, mas Du = Jy no sentido das distribuicdes.

& ]
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Definicao 3.10.

Dados u € L{ () e o € NV, dizemos que D% € D'({2) € a derivada fraca de u quando
D%y € LL (%), isto é quando existe v € Li _(Q) tal que

(D%u, ) = / vpdz,Yo € D(Q).
Q

Proposicao 3.11.

Se f € absolutamente continua em [a,b], entdo f € derivdvel q.s. em [a,b] e as derivadas
classicas e distribucional coincidem.

Proposicao 3.12.

Se T, — T em D'(Q), entdo D*T,, — D*T em D'(QY), para qualquer multi-indice ««. Em
outras palavras, o operador D* : D'(Q)) — D'(Q) € linear e continuo.

E& i
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Multiplicacdo de distribuicoes por funcoes C*

Definicao 3.13.
Sejam T € D'(Q2) e yp € C®(Q). O produto YT por:

(YT, @) = (T,p), Yo € D(Q)

define uma distribuicio sobre ).

AT Exercicio 3.2.

Prove a férmula de Leibniz para distribuicdes: Seja 2 C RY um aberto. Se ¢ € C®(Q) e
T € D'(), entdo

=) Bia D%Da BT Va e NV,
B<La

/-
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Espacos de Sobolev

Definicao 4.1.

Sejam Q C RN, k> 0 um inteiro e 1 < p < +00. O Espaco de Sobolev WP () é o espaco
vetorial normado definido por

WhP(Q) := {u € LP(Q); D € LP(Q), ¥|a| < k},

com a norma dada por

( 1/p
> I u|l” 1oy , sepé€|[l,+o0)
Jllpp,0 = ¢ ISk
Z | D%ul| o (@) sep =00
|| <K

@«TL
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Notacoes

© Note que WOP(Q) = L7(Q) e |[u
[ullp.0-

® Quando n3o houver perigo de confusdo omitiremos 2 na notagdo da norma.

© Se p = 2, escrevemos H*(Q) = WF2(Q).

00,0 = llullLr(0) que denotaremos simplesmente por

AT Exercicio 4.1.

Mostre que WP (€2) é um espaco vetorial normado e que ||u||x .0 é equivalente & norma

lull = ) 1D%ull o 0)-

o<k
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Exemplo 4.2.

® Sejam Q = (—1,1) e u(x) = xx(o,1)- Note que u € L*(—1,1), v’ € L'(—1,1) no sentido
cldssico, mas Du = &y ¢ L'(—1,1) (n3o possui derivada fraca), portanto
udg Whi(—=1,1).

O Sejam Q = B(0,1), a > 0 e u(z) = |||~ x € Q, x # 0. Mostre que u € W1P(Q) se, e

somente se, 0 < o < T_p.

v

& ]
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Proposicao 4.3.

Seja © € RN um conjunto aberto, e consideremos um inteiro k > 0 e p € [1, +oo|. Entdo
WFP(Q) é um espaco de Banach. Além disso, temos:

(2} Wk’p(Q) é reflexivo, se p # 1 e p # +o0;
(b) W"“”(Q) é separavel, se p # +oo;

Definicoes a recordar
@ Um espagco métrico M é dito separavel se existir um subconjunto de A de M que seja
enumeravel e denso.
® Um espaco normado X é dito reflexivo se a imersao canénica

Jx:x € X Jx(z) € X", em que Jx(z) € p € X' — (Jx(x),¢) := p(z) € R,

for uma aplicagdo sobrejetora. Vale lembrar que || Jx (x)||x» = ||| x-

26 de mar
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Resultados Preliminares

® Um subconjunto A de um espago métrico separdvel M, também é um espago métrico
separdvel com a métrica induzida de M

® Todo espago normado reflexivo X é um espago de Banach. Além disso, todo subespaco
fechado M de X também é reflexivo.

® Dado 2 € RY um conjunto aberto, entdo LP(f2) é separavel para todo p € [1,+00), e
reflexivo para todo p € (1, +00).

Sejam X e Y dois espacos de Banach, e suponhamos que exista um isomorfismo isométrico
T : X — Y. Ent3o sdo validas as seguintes propriedades:

® Se Y for separavel, entdao X também ser3;

0O Se Y for reflexivo, entdo X também serd.

&
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Sejam Q um aberto de RN e 1 < p < +o00. A aplicacdo
u € WHP(Q) — (u, Oqu, . .., 0nu) € LP(Q)NTL
é uma isometria, onde estamos munindo o espaco LP(2)N*+1 com a norma

N+1 1/p

loll = D luillpg
i=1
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Espacos W;?(1)

Como vimos na Proposi¢do 2.12, D(2) é denso em LP(2), mas isto ndo é verdade para
WFP(Q). Por essa razio, define-se o espaco

Wéﬁ,p(Q) — m”"‘k,p‘

Quando p = 2, escrevemos H}(Q) no lugar de Wéc’Q(Q).

AT Exercicio 4.2.

Sejam 1 < p < 400, 2 um aberto de RY e u € ng’p(Q). Mostre que & € W1P(RY), onde @
é a extensdo de u a zero, fora de 2. Além disso,

O;ii = O, i=1,...,N.

@ 8
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Proposicao 4.5.

Sejam 1 < p < 400 e k > 0 um inteiro. Entdo Wég’p(RN) = WkP(RN).

Lema 4.6.
Sejam p € CX(RY) e v € WHP(RY), 1 < p < +o0. Entdo

pxve CPRM)NWIP(RYN), e di(pxv) =p*dw, Vi=1,...,N.

& 8
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Aproximacao por Funcbes Suaves

Dados 2 C RY um aberto e = > 0, defina Q. = {z € Q; dist(z,0) > c}. Dado u € LP(f)
denotemos por 4 a extensdo a zero de u. Se p € C°(R"), defina

pxu(z) =pxu(x), Vo e Q.

Proposicao 4.7.

Sejam Q C RN um aberto e u € WHP(Q), com 1 < p < 400, e seja (p,) uma sequéncia
regularizante. Ent3o,
@ u, =ppxu € C®(Q) e Dy, = D%, xu em S, para todo o € N,
® u, — uem LP(Q).
® Dado ¢ > 0, D%u,, = p, * D% em ), para n suficientemente grande, Voo € N, |a| < k. )

& ]
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Aproximacao Local por funcbes suaves

Teorema 4.8 (Friedrichs).

Sejam Q C RY um aberto e u € WHP(Q) com 1 < p < 4o0. Entdo, existe uma sequéncia
(vn) em C(RY) tal que:

vp, — u em LP(Q);
D%y, — D%, em LP(Q) para todo Q' CC Q, Va € N, |a| <k.

& ]
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Regra da Cadeia

Proposicao 4.9 (Regra da Cadeia).
Seja G € CY(R) tal que G' € L®(R). Se u € WHP(Q), entdo Gou € WHP(Q) e

0;(Gou) = (G ou)dju, 1 <i<N.

@ 8
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Aproximacao global por funcdes suaves

Teorema 4.10 (Meyers-Serrin').

Sejam Q C RN um aberto e limitado e u € W*P(Q), com 1 < p < +o0. Entdo
C>®(Q) N WEP(Q) é denso em W*P((Q),

isto €, existe uma sequéncia de funcées (u,) em C>(Q) N W*P(Q) tal que

Uy, — u em WHP(Q).

@ IN. Meyers and J. Serrin, H=W, Proc. Nat. Acad. Sci. USA 51 (1964), 1055 — 1056. i
0i:10.1073/pnas.51.6.1055
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https://doi.org/10.1073/pnas.51.6.1055

Observacao 4.11.

Nenhum desses casos se estendem para p = co. Vejamos um exemplo simples. Considere
Q= (-1,1) eu(z) = xx(0,1)- Entdo u € WH+(Q) mas ndo pode ser aproximado por
fungbes suaves.

Proposicao 4.12.

Sejam 1 < p < +oco eu € WHP(Q). Se u tem suporte compacto, entdo u € Wol’p(Q).
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Operador Prolongamento

Definicao 4.13.

Seja Q um aberto do RY. Um operador prolongamento P para W1P(£)) é um operador linear
limitado
P:Wh(Q) - WHP(RY),

tal que Pulg = u para toda u € W1P(Q).

Seja x € RY, vamos escrever x = (2/,zy), onde 2’ = (x1,...,7n_1) €

RY = {z e RY; 2y > 0},

Qr = {(@,2™); ||l2' <relan| <7},

Q =Q,NRY,
Q) = {z € Qr;xn = 0},
& Qr = {z € Quay <0} §
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Carta local

Definicao 4.14.

Seja © C RN um aberto. Dizemos que OS) é de classe C* (k > 1 inteiro) se para cada

x € 0N), existem r > 0, uma vizinhanca U de x em RN e uma aplicacdo ¢ : Q, — U tal que
® ¢ € uma bijecio.
® pcCkQ,), p! € CHD).
© »(QF)=UNQ, (@) =Uno.

Dizemos que o par (U, ) é chamada uma carta local de 0f).

Observacao 4.15.

Cabe ressaltar que, por p ser um difeomorfismo, podemos trocar ), por qualquer aberto de
RN,

it

(=
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Teorema 4.16.

Seja Q C RY um aberto com fronteira ) de classe C' e limitada ou Q = Rf. Entao, dado
p € [1,4+00] existe um operador prolongamento P : W1P(Q) —s W1IP(RN).

Se, além disso, ) for limitado, entdo dado um aberto limitado €' DD Q, tem-se que

supp(Pu) C ', Yu € WhP(Q).

Observacao 4.17.

Um exemplo de aberto ilimitado, com fronteira de classe C' limitada, é RN \ B(0,1).

& ]
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Corolario 4.18.

Seja  C RN um aberto com fronteira de classe C'! limitada. Entdo o subespaco de C°(R™N)
formado pelas restrices em ) é um subespaco denso de W'P(Q), com 1 < p < oc.
Precisamente, se u € WP(Q), entdo existe (un)nen C C°(RYN) tal que

un|Q — u em WHP(Q).

Em particular, C*=(Q) é denso em W'P(§2), sempre que Q C R™ é um aberto com fronteira
limitada de classe C'.

& ]
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Prova do Teorema do Prolongamento: Método de reflexao

Dado u : Q4+ — R, denote u* : ) — a extensdo por reflexdo de u, isto é,

(! 2V) = u(z',z), 2V >0,
’ u(z', —2), 2NV <o0.

Sejau € WHP(Q4) (ou WHP(RY)), com 1 < p < +oc0. Entdo u* € WLP(Q) (ou WHP(RY))
e

[u*llp.@ < 2[ullpq, ellu(IL,p, @ < 2|ull1pQ. -

Em particular, P : uw € WHP(RY) — u* € WHP(RY), define um operador prolongamento.

& ]
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Teorema do Traco

Teorema 4.20 (Caso 2 = RY).

Existe um operador linear continuo o : WHP(RY) — LP(R4~1), denominado operador traco,
tal que se u € CO(RY), entdo ~o(u) = u|g, -

Teorema 4.21.

Seja Q € RY um aberto limitado com fronteira de classe C''. Ent3o existe um operador linear
continuo vy : W1P(Q) — LP(0R2), denominado operador traco, satisfazendo: Se u € C°(9),
entdo yo(u) = u‘m.

& ]
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Teorema 4.22 (Férmula de Integracao por Partes).

Seja Q C RY um aberto limitado com fronteira de classe C'. Ent3o,

/u@ivdx:—/aiuvdaz—k/ Yo(u)yo(v)vt dS(z),
Q Q o0

para toda u € W'P(Q),v € W' (Q), onde ' é a i—ésima coordenada o vetor normal v
apontando para fora de €.

Teorema 4.23.

Seja Q C RY um aberto limitado de classe C' ou Q = Rf. Entao

ker(10) = WiP(Q).
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Teorema do Traco Geral caso p = 2

Teorema 4.24.

Seja Q € RY um aberto limitado com fronteira de classe C''. Entdo existe um operador linear

e continuo v : H*(Q) — (L?(R2))*, denominado operador traco, onde v = (70,71, - - - » Vk—1),
satisfazendo

® Seuc CF1(Q), entdo yo(u) = u}aﬂ evi(u) = 81'“‘39, i=1,...,k—1.
@ ker(y) = HE(Q).

& ]
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Imersdes de Sobolev

Definicao 5.1.

Sejam E e F espacgos vetoriais normados. Dizemos que E estd imerso continuamente em F,
quando existe uma aplicacdo linear injetora T : E — F', que também é continua, isto é,
existe C' > 0 tal que

IT(W)lF < Cllullg.

No caso particular das imersdes de Sobolev, T serd sempre a inclusdo entre um mesmo espaco
vetorial X com normas diferentes, isto é £ = (X, | - ||g) e F' = (X,] - ||F), a qual é sempre
injetora, bastando verificar apenas que

[ullr < Cllulle

Neste caso, esta imersdo serd denotada por F — F'.

"
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Pergunta

Existe algum espaco X para o qual temos automaticamente que W1P(Q) « X7

A resposta é sim! Mas o espaco X depende de quando:

1<p<N,
p=N,
N < p < oo.

@ 8
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Caso Q=R el<p< N

Comecemos pelo caso 1 < p < N e = RN, Neste caso, veremos que
WHP(RY) < LI(RY),

para algum q.

Argumento de Reescala

A fim de encontrarmos um candidato a ¢ , tome u € C°(RY) e defina
up(x) = u(Az).

Suponha que

[eallgry < ClIVull, gy

& ]
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Expoente conjugado de Sobolev

Definimos o expoente conjugado de Sobolev de p € [1, N) por

- _ Np
p _N—p
Note que
1 1 1 .
—=-—= e p >p.
p p

@ 8
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Desigualdade de Gabliardo-Nirenberg-Sobolev

Teorema 5.2 (Gabliardo-Nirenberg-Sobolev).

Sel <p< N, entio WP(RN) c LP (RYN) e existe uma constante C = C,, x > 0 tal que

[ullp myr < OVl mav

Passos da Prova

@ Provar para u € CL(RV).

e Caso p =1: TFC + Desigualdade de Holder + integragdes sucessivas.

o Caso p > 1: Aplicar caso anterior para v = |u|?, com v = pV=1)

N—p
@® Usar a densidade de C2°(RY) em W1P(RY)

& ]
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Corolario 5.3.
Sel <p< N, entdo

WP RY) < L(RY), Vg € [p,p]. )

Desigualdade de Interpola¢do para normas L? [Evans, Appendix B.2(h)]
Sejam Q C RY um abertoe 1 < p < g < oco. Se u € LP(Q) N LI(R), entdo u € L"(R) para
todo 7 € [p,q| e

0 -0
lullre < lullf ollullys
onde ) -
1_0, (-0
rop q )

&
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Caso Q=RNep=N

Corolario 5.4.

Se p = N, entdo
WLP(RY) — LIRY), Vg € [N, 4+00).

Usaremos a seguinte desigualdade obtida na prova do Teorema (5.2):
Vv > 1, temos que

1 1
lull o < yllullye, ) IVullg, Yu € CE@RY).

& ]
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Caso Q=R ep>N

Teorema 5.5 (Desigualdade de Morrey).

Sep > N, entdo existe C = C,, y > 0 tal que para toda u € WHP(RY) vale

u(z) — u(y)| < Clz —yI"[|Vull prv g.tp 2,y € RY.

onde 7 :=1— N/p. Consequentemente,

lull gon @y < Cllully prn Yu € WH(RY),

o que significa que

WLPRY) — C%V(RY).

& 8
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Caso Q2 = R¥: Imers3o Geral

Teorema 5.6 (Imersao de Sobolev Geral).

Para todo k > 1 e p € [1,+o0]

1 1 k
WEP(RN) < LYRY), com = == — —, se kp < N,
®Y) = LIR"), com — =~ — &
WrP(RN) — LYRY), Vg € [p, +00), sekp=N,
WEP(RN) — ¢™(RY), se kp > N,
onde
m::k—%e0<7<1, sek—%e’inteiro,

m = {k — ];J e v = frac (k — %) , sek— % ndo € inteiro,

onde |-| € a parte inteira de um nimero e frac(-) € a sua parte fracionaria, isto €,
¢ frac(z) = = — |@]. A constante de imersio depende apenas de k,p e N.

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF)



AT Exercicio 5.1.

Provar este resultado. Basta aplicar os resultados anteriores indutivamente. Ver [Evans].

Exemplo 5.7.
@ WI(RYN) — COL(RN). Por isso as fungdes de W1H°(RY) sio chamadas de
Lipschtzianas.
® WLP(R) — C*2(R), para todo p > 1.
® WHY(R) < LI(R), para todo ¢ > 1.
0 H*(RY) — CO(RN) para 2k > N.
© Se u € WHP(RY) para todo k > 0, entdo u € C®°(RY).

& ]
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O caso Q ¢ RY

Seja Q um aberto de RN, com fronteira limitada C' ou Q = Rf. Para todo k > 1 e
p € [1,+oq]
WhP(Q) — LI(Q), comlzl—ﬁ, se kp < N,
¢ p N
WHP(Q) — L(Q), Yq € [p, +00), sekp=N,
WkP(Q) = 0™ (Q), se kp > N,
onde
m::k—%e0<’y<1, sek—%e’inteiro,
m = {k—NJ eyzfrac(k:—ﬁ), se k — & n3o €& inteiro,
P P P
¢ A constante de imers3o depende apenas de k,p, N e ).
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ImersGes de W, (1)

1 . - . )
Para W, ’p(Q), valem os mesmos resultados de imersdo, com uma condigdo mais geral para ).

Seja 2 um aberto de RY. Para todo k > 1 ep € [1,+oq]
kp 1 1 k
Wq " (Q2) — L1 —=-—— kp < N
§7(Q) < L@, com o=~ . se kp < N,
Wy () = LU(R), Va € [p, +00), se kp= N,
WeP(Q) — C™(Q), se kp > N,
onde
m::k—%e0<7<1, sek—%e’inteiro,
= {k‘NJ efy:frac(k—ﬁ), se k — & n3o €& inteiro,
P P P
“ A constante de imersdo depende apenas de k,p, N e (.
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Desigualdade de Poincaré

Teorema 5.10 (Desigualdade de Poincaré).

Seja Q um aberto limitado de RY. Entdo, existe C' = Cp.q tal que, para todo p € [1,N), vale

lullp0 < ClIVullpa, Yu € Wo"(Q).

@ 8
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Observacao 5.11.
@ A diferenca com a desigualdade de imersio anterior € que temos apenas o gradiente de u
aparece no lado direito.
@® Nio vale para dominios ilimitados. Por exemplo, dado ¢ € D(RY) tal que ¢ =1 em
B(0,1),0<¢<1e(=0emRY\ B(0,1), tome (,(x) := ¢ (£). Entdo

ICnllp gy — +00 € [|Cnllypry — 0, quando n — +oo.

AT Exercicio 5.2.
Leia o Remark 2.3.3 de [Kesavan].

& ]
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Imersdes Compactas

Definicao 5.12.

Uma imersdo continua E — F' € dita ser compacta, quando todo conjunto limitado em E é
relativamente compacto (ou precompacto) em F. Em outras palavras, se B € limitado em E,

~ s ~ C
entdo o fecho de B em F' é compacto. Neste caso, usaremos a notacdo E — F.

Proposicao 5.13.

Uma imersdo continua E — F' € dita ser compacta se, e somente se, cada sequéncia limitada
(un) C E possui uma subsequéncia convergente em F'.

Proposicao 5.14.

SeE<—>Fci>GouE<i>F<—>GeGe’completo, entio E < G.

i
B
il =
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Teorema de Ascoli-Arzela

Teorema 5.15 (Ascoli-Arzela).

Seja K um espago métrico compacto e C(K) o conjunto das funcdes continuas f : K — R
com a norma do sup. Se um subconjunto B de C(K) satisfaz:

@ B é limitado em C(K);

® B € uniformemente equicontinuo, isto €,
Ve > 0,36 >0 tal que d(x1,22) <6 = |f(x1) — f(x2)| <&, Vf € B;

entdo B é relativamente compacto em C(K).

& ]
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Critério de Compacidade Forte em L?

Denotamos a translacdo de f por h por 7, f(z) = f(x +h), € RN e h € RV,

Teorema 5.16 (Fréchet-Kolmogorov).

Seja F um subconjunto de LP(RY), com 1 < p < co. Se
© F é limitado em LP(RN);

(2] |1i|m |Thu — ull, gy = O uniformemente em F, isto ¢,
h|—0 ’

Ve > 0,30 >0 tal que |h| < = ||Thu — ull, gy <&, Vu € F.

Entao ]-"Q é relativamente compacto em LP(Q), para qualquer @ C RN com medida finita.

A prova deste resultado encontra-se em [Brezis, Theorem 4.26].

& ]
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Imersdes Compactas
Teorema 5.17 (Rellich-Kondrachov).

Seja Q € RY um aberto limitado com fronteira de classe C''. Entdo as seguintes imersées sio
compactas:

® WiP(Q) <5 Li(N), 1< q<p*, sep<N,
e WiN(Q) N L1(Q),1<g<o0,sep=N,
@ W'r(Q) = C*(Q), 1< g<p* sep>N,

o

Lema 5.18.

Se u € WIP(RV), entdo

17 = ullpmy < |B| | Vullppy,¥h € RY.

& o
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O Espago H1(Q)

Notacao
Denotamos por H~'(£2) o dual topolégico do espago H;(€2). Usaremos (-,+) -1 g1, ou
simplesmente (-, -), para denotar o par entre H—1(Q) e H}().

Apesar de H&(Q) ser um espac¢o de Hilbert, ndo faremos a identificagdo com seu dual
H~(Q). Vamos considerar as seguintes imersdes:

Hi(Q) = L*(Q) — H1(Q),
sendo a ultima dada por:

(u,v) == (u,v)2.0,Vu € L*(Q) e Vv € Hy(Q).

@ 8

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF) EDP 11 76 /91



Teorema 6.1 (Caracterizacdo de H '(12)).

Se f € H™Y(Q), entdo existem f°, f1,... fN € L*(Q), ndo unicamente determinados, tais
que

N
(f,v) :/Qfovda:nLZ/Qf"vxidx, Vv e H Q). (1)
=1

Além disso,

N 1/2
1/l zz-1() = min <Z||fi||2,ﬂ) ; [ satisfaz (1) para f', i € {1,...,N}.
i=1
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Equacdes Elipticas de Segunda Ordem

Desejamos estudar o problema de valor de fronteira

Lu=f, em{;
u =0, sobre 02,

onde 2 € R & aberto e limitado e
o u: ) — R é uma funcdo desconhecida;
o f:Q — R é uma funcdo dada;

@ L é um operador diferencial parcial de 22 ordem que possui uma das seguintes formas:

@ 8
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Operador Eliptico

@ Forma Divergente

N N
Lu = — Z (a” (z)ue,), + Z b () g, + c(z)u
ij=1 S
@ Forma n3o divergente
N
Lu:—z ugw;]+Z:bZ x)ug, + c(x)u
ij=1
onde a¥, b, c : Q — R sdo funcdes dadas com i,j € {1,..., N}.

& 8

Prof. Luiz e Reginaldo (IMEUFF) EDP Il 79/91



Motivacao

Consideremos o operador L na forma divergente, com a/,b', c € L>°(), para quaisquer
i,j€{l,...,N}, e feL*Q).
Dado v € C2°(2), e usando integra¢do por partes, podemos ver que:

N N
/ Z aijuxivxj —l—Zbiuxiv—l-cuvdx: / fudx.
Q P Q

1,j=1

&
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Definicao 7.1.

Dados a¥ ,bi,c € L>(R2), para quaisquer i,j € {1,..., N}, definiremos a forma bilinear
B : H}(Q) x HE () — R associada ao operador L na forma divergente, por

N N
B(u,v) = / Z aﬂuxivxj S Z b'ug,v + cuv dx.
L i=1 i=1
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Solugdes Fracas

Definicao 7.2.

Sejam [ € H~ () e B a forma bilinear associada ao operador L na forma divergente.
Dizemos que u € H}(2) é uma solugio fraca do problema

Lu=f, em(;
u =0, sobre 0f),

B(u,v) = (f,v)g-1,m1, Vv € Hy ().
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Teorema de Lax-Milgram

Teorema 7.3 (Lax-Milgram).

Seja H um espaco de Hilbert real, e suponhamos que B : H x H — R seja uma forma
bilinear continua. Suponhamos também que exista 3 > 0 tal que

B(u,v) > B||lul|? para todo u € H. (coercividade)

Entdo, para cada o € H', existe um dnico ug € H tal que

B(ug,v) = (¢, v)gr g, paratodov e H.
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Elipticidade

Definicao 7.4.

Dizemos que o operador diferencial L : {2 — R € uniformemente eliptico se exister 6 > 0 tal

que
N

Z a' (z)&:¢; > 0)€)?,

1,5=1

para quase todo x € Q) e todo € = (&1,...,xNn) € RV,

& ]
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Observacao 7.5.

® Daqui em diante, assumiremos a condi¢do de simetria, isto €,
a’ =d"*, Vi,je{l,...,N}.

O® Lu = —Au é um operador eliptico.

® Se L é uniformemente eliptico, entdo, para cada x € €2, a matriz

Az) = [a7 (@)=

€ positiva e definida.
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Teorema 7.6 (Estimativas de Energia).

Existem constantes o, 3 > 0 e v > 0 tais que

1B(u, 0)| < allull gy oy 0l 0y

5”“”%{5(9) < B(u,u) + ’Y“UH%Q(Qy

para todo u,v € HE(Q).

& ]
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Existe v > 0 com a seguinte propriedade: dados
we [y, 00) e f € L*(Q),

existe uma tnica solucdo fraca u € H} () para o problema

Lu+ pu=f, em
u =0, sobre 0f).
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Operadores Compactos

Definicao 7.8.
Sejam X eY dois espacos de Banach. Dizemos que K € L(X;Y) é um operador compacto
se K(Bx) é um subconjunto compacto de Y, onde

Bx = {z € X; |l < 1}.

Em outras palavras, quando K é um operador compacto, para toda sequéncia ()52

limitada em X, sabemos que (K (xy,))72 , possui uma subsequéncia que converge emY .

Proposicao 7.9.

Se H é um espaco de Hilbert e K € L(H) é um operador compacto, entdo K* também é.

& ]
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Funcoes em Espacos de Banach

Seja T' > 0 um ndmero real e (X, || - ||) um espago de Banach real. Para uma fungéao
u: [0,7] — X temos os seguintes conceitos, cujo enunciado preciso podem ser encontrados
em [Evans, §E.5],
@ u ¢ dita ser fortemente mensurdvel quando é o limite de uma sequéncias de funcdes
simples em X.
@ u é dita ser somavel ou integravel quando é fortemente mensuravel e a fungdo real
t — ||u(t)|| € integravel. Neste caso, a sua integral é um elemento de X e serd denotado

/0 ") dt.

@ 8
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Sew:[0,T] — X € integrdvel, entdo

H/OT u(t) dtH < /OT u(t)]) dt

<A, /O ") dt>XlX _ /O ' (A u(t)) o x dt

e, para toda A € X/,
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Definicao 8.2.

O espaco LP(0,T; X) consiste das fungées u : [0,T] — X integrdveis tais que
|lu(-)|| € LP(0,T). Em LP(0,T; X), definimos a norma:

1/p
e oo = (/ Jut H”) L 1<p< oo,

llull oo 0,7,x) = ess supg<i<rllu(?)]-

[ g
AT Exercicio 8.1.
Mostre que LP(0,T; X) é um espago de Banach.
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