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Capitulo

1

Nocoes Basicas sobre Espacos Normados

1.1 Espacos Normados

No decorrer do presente capitulo, denotaremos por K o corpo dos niimeros reais ou o corpo dos

nimeros complexos.

Definicao 1.1. Seja X um K-espaco vetorial. Uma aplicacao
|-]: X —R
¢ dita uma norma se, para quaisquer x,y € X e A € K, as seguintes condigoes se verificarem:
(a) [lz]l = 0;
(b) Se ||z|| = 0, entao = = 0;
(©) [[Az]l = [Alll=[l;

(d) flz+yll < {lz] + vl

Nesse caso, o par (X, || -||) é dito um espago normado .
Observagao 1.2. Em um espago normado (X, || - ||), valem:
(a) [l0]] = 0;

(b) Hlzll = lylll < llz = y[| para quaisquer z,y € X.

Exemplo 1.3. Dado um nidmero inteiro positivo n, nao é dificil verificar que

- llo: (@1, -+ @) € K™ —s (Zw) €R,

. CEEE) TL .
|-l (21, ,Ty) € K" —s lrgjagﬂmﬂ eR
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||'||23($1,---,xn)GK”»—>Z|xj|€R

J=1

sao normas em K".

Definicao 1.4. Seja A um conjunto nao vazio. Dizemos que f : A — R é uma funcao limitada
em K (ou simplismente limitada) quando quando existir uma constante M > 0 tal que |f(z)| < M

para todo = € A.

imitadas| Exemplo 1.5. Seja A um conjunto nao vazio. Denotemos por B(A) o conjunto de todas as fungoes
limitadas f: A — K. Dados f,g € B(A) e A € K, definamos

o (f+9)(@):= fz)+g(x);
o (\f)(z) = Af(z), para cada x € A.

Com as operacgoes operacoes de adicao e multiplicacao por escalar, pontualmente dadas acima,

B(A) é um K-espago vetorial. Além disso, nao é dificil constatar que
feBA) — |Ifll = Sug|f(l’)| €R
S

¢ uma norma em B(A). Observemos ainda que a convergéncia de sequéncias em B(A) é exatamente

a noc¢ao de convergencia uniforme.
Definicao 1.6. Com as notagoes do Exemplo 1.5,
(s = B(N),
que ¢é o espago normado de todas as sequéncias limitadas cujos termos pertencem a K.

Definicao 1.7. Sejam X e Y dois espacos normados.

(a) Dizemos que uma sequéncia (x,,)%, em X converge para a € X se, para cada ¢ > 0, existir
ng € N tal que:
neNen>ny= |z, —a|x <e.

(b) Dizemos que uma funcao f : X — Y é continua em a € X se, para cada ¢ > 0, existir
0 > 0 tal que
reXel|r—alx <d=|f(x)— fla)ly <e.

definicoes de convergeéncia e continuidade
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Exemplo 1.8. Sendo X um espago normado, denotemos por Cy,(X) o subconjunto de B(X) for-
mado por todas as fungoes continuas e limitadas de X em K. Nao é dificil constatar que Cy(X) é

um subespago vetorial fechado de B(X).
O proéximo resultado traz importantes caracterizacoes das aplicagoes lineares continuas.

Proposicao 1.9. Sejam X e Y dois espacos normados, e consideremos uma aplica¢ao linear T :

X — Y. As sequintes condicoes sao equivalentes:

(a) T € uniformemente continua,
(b) T € continua,
(c) T € continua em 0 € X;

(d) Eziste C > 0 tal que | T(x)|ly < C||lz||x para todo x € X.

Demonstragio. E claro que (a) = (b) = (¢). Para vermos que (¢) = (d), , tomemos & = 1.

Como T é continua em 0 € X, existe o > 0 tal que
|T(x)ly = T(x) =TO)[ly <e=1,

sempre que x € X e ||z]|x = || — 0||x < 0. Assim, para todo w € X \ {0}, temos
G
2\ [Jwllx

2
1T (w)lly < Sllwllx para todo w € X,

< L.
Y

Logo,

inclusive se w = 0.

Agora, para vermos que (d) = (a), basta observarmos que
1T (z) = TW)lly = IT(z - y)lly <Cllz—ylx

para quaisquer x,y € X. Ou seja: T é uma aplicacao lipschitziana e, portanto, uniformentente

continua. O

Definigao 1.10. Sejam X e Y dois espagos normados. Denotaremos por £(X,Y’) o espago ve-
torial de todas as transformacoes lineares e continuas de X em Y, com as operacoes de adicao e

multiplicagao por escalar definidas pontualmente. Cabe observar que:

(a) Quando X =Y, escreveremos £(X) em vez de L(X, X);
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(b) Quando Y = K, denotaremos L£(X,K) por X', que é conhecido como o dual topolégico de
X.

’

(¢) O conjunto de todos os funcionais lineares ¢ : X — K, continuos ou nao, sera denotador por

X*, que é conhecido como o dual algébrico de X.

Observagao 1.11. Seja X um espac¢o normado. E sempre verdade que X' C X*. Além disso,

quando X tem dimensao infinita, sempre temos X’ # X* (veja a Proposi¢ao A.16).

Observacgao 1.12. Sejam X e Y dois espacos normados. Nao é dificil constatar que:
(a) Se X tem dimensao finita, entao toda aplicagao linear T': X — Y é continua;

(b) Se X tem dimensao infinita, sempre existe uma aplicagao linear T : X — Y que nao é

continua (veja a Observacao A.17).

Definicao 1.13. Sejam X e Y dois espagos normados. Uma aplicacao linear 7' : X — Y ¢ dita
limitada se

T
sup [Tl < 00. (1.1)

zeX\{0} H$||X

Observagao 1.14. Sejam X e Y dois espacos normados. Em virtude da Proposicao 1.9, uma

aplicagao linear T': X — Y ¢é continua se, e somente se, ¢ limitada.

Exemplo 1.15. Sejam X e Y dois espagos normados. Vejamos que

T(x
T e /:(X, Y) — HTHﬁ(Xy) = sup M
sex\foy  |17llx

eR

¢ uma norma em L£(X,Y). De fato, as condigbes (a), (b) e (c¢) da Definicao 1.1 sao claras. Além
disso, se T, S € L(X,Y), temos

(T +95)(@)lly = T(x) + S@)lly < T@)]ly +[15@)ly < UTlleeeyy + 151eoen)llzllx

para todo z € E, ou seja,

||T+S||£(X,Y) = sup H(T_‘_S)(x)HY

<|NTllzexyy + 1S 2exyy-
zeX\{0} |zl x

Assim, temos realmente uma norma em L£(X,Y).

Definigao 1.16. Sejam X e Y dois espagos normados. Uma aplicagao linear T': X — Y ¢ dita

um isomorfismo topoloégico se for um homeomorfismo.
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Definicao 1.17. Sejam || - ||; e || - || duas normas em um mesmo espago vetorial X. Dizemos que

tais normas sao equivalentes se a aplicacao identidade
Ix (X - ) — (X l2)
for um isomorfismo topoldgico.

Corolario 1.18. Sejam |- |1 e || ||2 duas normas em um mesmo espago vetorial X. As sequintes

condigoes sao equivalentes:
(a) || -]l1 el |2 s@o equivalentes;
(b) Existem constantes A >0 e B > 0 tais que
Allzllz < lzfly < [l
para todo x € X.

Demonstragao. Basta aplicar a Proposicao 1.9. ]

1.2 Espacos de Banach

Definigao 1.19. Seja X um espaco normado. Uma sequéncia (z,),ey em X é dita ser uma

sequéncia de Cauchy quando para todo € > 0 dado, existe um nimero ny € N tal que
m,n €N em,n>ny = ||z, —x,] <e.

Dizemos que X é um espago de Banach se ele for completo, isto é, quando toda sequéncia de

Cauchy for convergente.

Observagao 1.20. Se X é um , entao cada subespaco fechado M de X é também

um espaco de Banach, com a norma induzida pela norma de X.

Exemplo 1.21. Dado um inteiro positivo n, K” é um espa¢o de Banach com a norma | - ||o do
Exemplo 1.3. Na verdade, como as normas || - |lo, || - [[1 € || - || sdo duas a duas equivalentes,
(K™, || - [|;) é¢ um espago de Banach para todo j € {1,2,3}.

Exemplo 1.22. Dado um conjunto A # (), ndo é dificil constatar que B(A), introduzido no

Exemplo 1.5, é um espago de Banach. Em particular, ., é um espaco de Banach.

Observagao 1.23. Aqui enfatizamos algumas observacoes importantes sobre espacos de Banach:



6 Capitulo 1. Noc¢oes Basicas sobre Espacos Normados

(a) Sendo X e Y dois espagos normados, para que £(X,Y") seja um espago de Banach, é necessério

e suficiente que Y seja completo.

(b) Para que um espaco normado X seja completo, é necessério e suficiente que toda série abso-

lutamente convergente em X seja convergente.
VIRAR UMA DEFINICAO

Definigao 1.24. Sejam X e Y serdao dois espagos de Banach, e A : D(A) — Y um operador

linear, nao necessariamentre limitado (veja a Defini¢ao 1.13), onde D(A) é um subespago vetorial

de X. Dizemos que A estd desamente definido se D(A) = X.

1.3 A exponencial de um operador

Iniciamos esta se¢@o relembrando que a funcao logaritmo natural é a bijegao continua (com inversa

continua), definida por

T dt
log:x€(0,+oo)n—>/ 76]1%.
1

A inversa de log : (0,+00) — R é a fungao exponencial exp : R — (0,+00), e usualmente

escrevemnos

T

e’ := exp(z) para cada x € R.

Cabe recordar que:

o "MV = ¢% . e¥ para quaisquer z,y € R;
e (e¥) = e” para todo z € R.

Para uma construcao detalhada e propriedades dessas fungoes, veja [1, Cap. 6]
De tais propriedades, dados a € R e xy € R, podemos constatar que a unica funcao z :

[0, 4+00) — R solucionando o problema de valor inicial

2 (t) = ax, t € [0,400);
x(0) = o,

é dada por z(t) = xee.

Observagao 1.25. Denotando x = x(t) por S(t)zo, fazemos as seguintes consideragoes:
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(a) Para cada t € R,
S(t) 1 X € R+ S(t)xo eR

¢ uma funcdo linear. Realmente, dados xg,yo,c € R, consideremos z(-) = S(-)zg e y(-) =

S()yo, que sdo as solugoes de

Yy =ay, em[0,400);
y(()) = Yo,

respectivamente. Nesse caso,

() = cx() +y(-) = eS()zo + 5o

soluciona

2 =az, em |[0,+00);

2(0) = cxo + yo,
que possui uma tunica solugdo. Em outras palavras, z(-) = S(-)(cxo + o), isto é, fixado
t € [0,+00),

S(t)(cxo + yo) = cS(t)xo + S(t)yo-

(b) S(0)xg = x(0) = g, para cada xq fixado em R, ou seja, S(0) é exatamente a fungao identidade
I:xeR— xR,

(c) Fixados t,s € [0,+00) e zy € R, temos
S(t+ 8)xg = 2(t + 5) = 1™ = [20e®]e™ = x(s)e® = S(t)x(s) = S(t)S(s)xo.

Dai, S(t + s)

e S(t)S(s) sao fungoes lineares idénticas de R em R. Observemos também que
y=1y(-) = S(-)x(s) é a unica solugao de

Yy =ay, em [0,+00);
y(0) = z(s).

A luz da Observagao 1.25, é comum que nas disciplinas voltadas para o estudo das Equacoes

Diferenciais Ordindrias sejam abordados (quantitativa e/ou qualitativamente) os problemas de
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valor inicial da forma
X'(t) = AX, t € [0,400);

X(0) = X € My (R),

onde A é uma matriz fixa em M, ,(R), e a solugdo procurada é um caminho

Em analogia ao caso unidimensional, ¢ conhecido que as solu¢oes do contexto matricial sao unica-
mente dadas por
X (t) = e X, para todo t € [0, +00).

Dito isso, relembramos abaixo o conceito de exponencial de uma matriz. Para tanto, podemos

n 1/2
A = (Z |az~j|2)

3,j=1

considerar

para cada A = [a;]},_;, que é uma norma em M,,,(R).

xpmatrix| Definicao 1.26. Seja A € M, «,(R). A exponencial da A é dada por

Y
A
e ::E —. (1.2) [exp
= !

A seguir, enfatizamos alguns fatos cruciais:

property| Observagao 1.27. (a) A Definicao 1.26 estd bem posta, pois a série de matrizes, dada em (2.4), é

absolutamente convergente para qualquer A € M,,»,(R), ou seja,

3 I i I

=0

¢é sempre uma série de niimeros reais convergente.

(b) Fixados A € M,»n(R) e Xg € M, x1(R), temos

d
% (€tAX0> = AetAXo.

E sabido que S(t) X, := e X a tinica solucdo do problema de valor inicial

X'(t)=AX, t € [0, +00);
X(O) =Xy € Mnxl(R),
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(c¢) A aplicagao S : [0, +00) — L(M,x1(R)) possui propriedades analogas aquelas apresentadas
na Observacao 1.25, dedicada ao caso unidimensional. Mais precisamente,
e Para cada t € [0,400), S(t) € LM x1(R));
e S(0) : Myxi(R) — M1 (R) é o operador identidade;
e Para quaisquer ¢,s € [0,+00), vale S(t + s) = S(t)S(s) (composigao de fungoes). Esta

propriedade nao é imediata (veja [5] para maiores detalhes).

(d) Do ponto de vista quantitativo, a resolugao de sistemas de equagoes diferenciais lineares (caso
matricial supracitado) passa por identificar a matriz na forma canonica de Jordan que esteja
na mesma classe de semelhanga de A. Também para um tratamento qualitativo, a analise
espectral de A é uma estratégia eficaz no que diz respeito ao comportamento das solucoes do

sistema (veja [5]).

(e) Todas as consideragoes feitas sobre a exponencial de uma matriz A € M,,,(R) podem ser
feitas para a exponencial de um operador linear 7" € L(R™), o que permite resolver, de forma

analoga, um sistema da forma

2(t) =T (x), t €[0,+00);

para o qual a solugao
z(t) = (z1(t), -+ za(t))
é um caminho em R™ dado por e'?zy para todo t € [0, +00).

Tendo em vista a Observagao 1.27(e), parece natural pensar sobre a resolucao e a andlise do

sistema de equacgoes diferenciais

onde X é um espago de Banach e T' € L(X).

operator | Definigao 1.28. Sejam X um espago de Banach e T' € L£(X). A exponencial da T' é dada por

[e.e]

T3
ei=>" T (1.3)

J=0

onde 7% := ] e T""! := T o T™ para todo inteiro n > 0.
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Observagao 1.29. Considerando as notagoes da Definicao 1.28, nao é dificil constatar que a série
que define e converge absolutamente. Como X é um espago de Banach, £(X) também o é
(relembre a Observagao 1.23(a)). Assim, pela Observagao 1.23(b), ¢/ € L(X) encontra-se bem
definida. Esta observagao sera retomada no préximo capitulo (veja o Exemplo 2.2), ja explorando
a noc¢ao de semigrupo uniformemente continuo. Um pouco mais adiante, nos Teoremas 2.12 e 2.14,

concluiremos que x(t) = e'?xq ¢ a tinica solugao de

x'(t) =T(x), t € [0,400);

No presente texto introdutério, o principal objetivo é obter uma condigao necessaria e suficiente
para que o problema
X'(t) = A(x), t € [0, +00);

possua solucao, onde X é um espago de Banach e A : D(A) — X é uma aplicagao linear
definida em um subespago vetorial D(A) de X. Mais precisamente, isto consistird em demonstrar
o importante Teorema 2.24 de Hille-Yosida, que representa um marco muito importante da teoria

geral dos semigrupos.

1.4 Integrais Vetoriais

Defini¢ao 1.30. Sejam X um espago de Banach e u : [a,b] — X uma aplicagao tal que, para
cada ¢ € X', a fungao real
t €la,b] — (p,u(t))xx € R,

seja integravel. Dizemos que u € integravel se existe um vetor v € X que satisfaz:
b
(.0bx = [ () wx dt, o € X
a
Em caso afirmativo, v é linico e escrevemos

v:/abu(t)dt.

Proposigao 1.31. Se u : [a,b] — X € continua, entio u € integrdvel. Além disso,

/abu(t)dtH < /ab lu(t)] dt

1.
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2. Se Ae L(X,Y), entdo

A (/abu(t) dt) _ /abA(u(t))dt cv.

Demonstracao. Veja em [3, Theorem A3.2] O

Proposigao 1.32. Se u: [a,a + h] — X € continua, entdo

1 a+h
Tim / w(t) dt = u(a). (1.4)

Demonstracao. A fungao f : ¢ € [a,a + h] — ||u(t) — u(a)|] € R é continua. Pelo Teorema do
Valor Médio para integrais, existe &, € [a,a + h| tal que

a+h
i rwd=re).

Como a <&, <a+h,se h— 0", entao &, — a™. Neste caso,

1 et .
hll>r(r)l+ h a J(dt = hligi J(&) = fla).
Isto é,
1 a+h
lim — - =0.
dim g [ )~ u(@) it = 0
Assim,

lim
h—0+

%/amu(t) ~ u(a) dtH

a+h
< lim —/ |lu(t) —u(a)|| dt =0.

%/ w(t) dt — u(a)

O que é equivalente a identidade (1.4). O
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Capitulo

2

Semigrupos de Operadores Lineares

2.1 Semigrupos de Classe C?

emigrupo| Definicao 2.1. Seja X um espago de Banach. Dizemos que a aplicagao S : [0, +00) — L(X) é
um semigrupo de operadores limitados em X quando:

S0)=1 e S(t+s)=2S5(t)S(s), Vt,s € [0,+00) (2.1)
Dizemos que um semigrupo S é de classe C° ou fortemente continuo se
lim |(S(t) —Dz||x =0, Vo € X. (2.2)
Dizemos que um semigrupo S ¢ uniformemente continuo se

lim [1S(t) ~ 1lzx) = 0. (2.3)

t—0t+

Exemplo 2.2. Sao exemplos de semigrupos:

1. Sejam X um espago de Banach e A € £(X). Pela Definigao 1.28,

o0 An
A
—1 el
‘ i ; n!’
com tal série convergindo absolutamente convergente e e € £(X). Além disso,
e ey < [l Allccoeleco, v e R.

Nesse caso, et : [0,+00) — L(X), quando A € £(X), é um semigrupo uniformemente

continuo.

13
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2. Seja X = Cp(R) o espago das fungoes f : R — R uniformemente continuas e limitadas, com

a norma do sup. Entao (S(¢)f)(s) = f(¢t + s) define um semigrupo de classe C°.

Proposicao 2.3. Se S ¢é um semigrupo uniformemente continuo em X, entio S(t) = €', onde
A e L(X) € dado por

A= hlirgl+ M
Demonstracao. Veja [2] Teorema 1.1.1. O

Proposicao 2.4. Se S é um semigrupo de classe C° em X, entdao existem u >0 e M > 0 tais que

1) ey < Me™, vt > 0. (24)

Em particular, ||S(t)||zx) € uma funcdo limitada em todo intervalo [0,T].

Demonstracao. Afirmacao 1: Existem 6 > 0e M > 1 tais

1S()|lz(x)y £ M para todo t € [0,6].

De fato, se a Afirmacao 1 nao se verificasse, para cada inteiro n > 1, existiria t,, € (0, %) tal
que
15t )l 2x) > n.

Nesse caso,
ISl zxy;n > 1}

seria um conjunto ilimitado. Pelo Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema A.2 ), existiria g € X

com

{IS(tn)zollx;n > 1}

também sendo um conjunto ilimitado. Entretanto, como S : [0,4+00) — £(X) é um semigrupo
de classe C°, temos

li t)x — =0.
Jim [|S(t)z — allx =0

Em particular, como (¢,)22; é um sequéncia em [0, +00) convergindo para zero, temos

lim ||S(t,)x —z||x =0,

n—-+o0o

ou seja, (S(t,)x)s2, converge a x em X. Observemos que isto contradiz o fato de o conjunto
{||S(tn)xol|x;n > 1} ser ilimitado.

Afirmacao 2: M > 1.
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Como caso particular da Afirmacao 1, temos

L= [l]le@) = 150l 2@ < M.

Afirmagao 3: Existe u > 0 (dependendo das constantes M > 1 e d > 0 na Afirmagao 1), tal que
1S()]|2z) < Me** para todo ¢ € [0, 00).
Em particular, ficado T" > 0, o conjunto nao vazio
{15l @)t €0, T}

¢ limitado.
Realmente, considerando as constantes M > 1 e 6 > 0 na Afirmagao 1, e fixando ¢ € [0, +00),

sabemos que o conjunto

t
B = {nGN;n>5}.

Pelo Principio da Boa Ordenacao, existe nyg = min B, ou seja
1< t <
ng — — < ng.
0 =3 0
Pondo m = ng — 1 e definindo r := t — md, claramente chegamos a
t=mo+r, comr € [0,9).

Uma vez que m > 1, tomando yu = % > 0, concluimos que

m vezes

e N
1S()lccxy < NSME + 1)l exy = 1S(m)S(r)||2x)ll S(6) -+ - S(6) S(r)l ex)
< NSO Zao IS 2y < M™H
< MM < Mes'os(M) — prent.

Em particular, para cada T > 0 fixado, vale
IS(®)lleco < M < M, Wt € [0,T),

o que completa a demonstracao. O

continua| Coroldrio 2.5. Todo semigrupo de classe C° é fortemente continuo em [0, +00), i.e., para todo
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re X, S()x e C%0,+00); X). Em outras palavras,
€ [0,400) — S(t)x € X € continua.

Demonstra¢ao. Dado x € X, ponhamos ¢(t) = S(t)x € X para cada t € [0, 400).
Afirmagao 1: g : [0, +00) — X é continua em ty = 0.

De fato, como S : [0, +00) — L£(X) é um semigrupo de classe C°, temos
l9(t) = g(0)llx = [[S(h)x = S(0)z[[x = [[(S(h) = Dz[lx = 0, quando h — 0,

ou seja, lim+ g(t) = ¢g(0) em X, seguindo a Afirmagao 1.
t—0
Afirmacao 2: g : [0,+00) — X é continua em cada ty € (0, +00).

Realmente, para cada h > 0, utilizamos a Proposicao 2.4 para obter

lg(to + ) — g(to)lx = [|S(to + k)2 — S()z|[x = [[S(t)S(h)z — S(t)|[x = [[S(t)(S(h) — D)z
< [1SCGo)llecx)[(S(h) = Dl x
< Me||(S(h) = Dallx,

ou seja, lembrando que S : [0, +00) — L£(X) é um semigrupo de classe C?, resulta que

lim g(ty + h) = g(ty) em X. (2.5)

h—0+
Por outro lado, se —ty < —h < 0, temos
lg(to — h) = g(to)llx = |S(to — h)z — S(to)z|[x = [|S(to — h)x — S(to — h)S(h)z|x
= [|15(to = h)(I—s(h))x]|
|

< |1S(to — M)l I(S(h) — Dz || x
< MM (S(h) = D x.

Novamente, sendo S : [0, +00) — £(X) é um semigrupo de classe C°, concluimos que
hlgglJr g(to —h) = g(tp) em X. (2.6) |esquerda

Por (2.5) e (2.6),
lim g(t) = g(to) em X,

t—to
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o que significa que g é uma funcao continua em ty. Isto completa a demonstracao.

Vamos melhorar a estimativa (2.4) através do seguinte teorema.
Teorema 2.6. Seja S um semigrupo de classe C° em X. Entdo,

o os(IS@lleco) _ L lo(lS@)llec) _

t—+o0 t t>0 t

e para cada w > wy, existe M > 1 tal que

IS(®)llee) < Met, vt > 0. (2.7)

Observagao 2.7. Quando wy < 0, entao para w = 0, temos que
1S()|lexy < M, vt > 0.

Neste caso, dizemos que S é um semigrupo uniformemente limitado. Se, além disso, M =1,

S ¢é dito um semigrupo de contracoes.

Lema 2.8. Seja p : [0,+00) — R uma fungdo subaditiva, isto €, p(t +s) < p(t) + p(s). Sep é

limitada superiormente em todo intervalo limitado, entao p(t)/t tem um limite quanto t — 400 e

lim p(t) = inf p(t).
t—+oo t t>0 ¢

Prova: Ver [2, Lema 1.2.5]

Prova do Teorema 2.6. Primeiramente, vejamos que p(t) = log (||S(¢)|/z(x)) é subaditiva. De fato,
como S(t) € L(X), temos que

1St +3)lleco) < [15@S3) ey < 15N ecolS($)llex), s > 0.

Assim, como a fungao log é crescente, temos que

p(t +s) =1log (|[S(t + )|l cx)) = log (ISE) || 2o l1S(s)lleex))
<log (IS(t)]lcex)) +log (I1S(s)l c(x))
<p(t) +p(s).

A fim de aplicarmos o lema anterior, resta mostrar que p é limitada superimente em todo

intervalo limitado. Com efeito, seja (a,b) um intervalo limitado em [0,+o0c). Em particular,
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(a,b) C [0,b]. Portanto, da desigualdade (2.4), temos que
1S()|lecxy < Met, Vit € (a,b).

Isto é, ||S(t)]|z(x) ¢ limitada superiormente em todo intervalo limitado. Como log é crescente,

temos que p também o é. Logo, do Lema 2.8, temos que

1 S(t 1 S(t
i 108 (1SOlecn) _, o8 (1S@)leco)

t—oo t t>0

Se w > wyp, tome € = w — wy, pela definicao de limite, existe ty > 0 tal que se t > ¢y, entao

log (IS ()]l2(x))
t

— Wy < € =W — Wwp.

Donde,
log (IS(®)]l2x))
t
Por outro lado, da desigualdade (2.4), temos que

<w = 1S |ex) < e, VE > to.

||S(t>‘|ﬁ(x) S M€’ut0 = M(), vVt € [O,to]

E como S(0) = I, entao M, > 1.

12 caso: w > 0.

Vimos que
log ([[S(®)llzcx)) < log(Mo), 0 <t <ty
log ([[S(®)]lz(x)) < tw, t > t,.
Com isso,
log (|[S(®)]lz(x)) < max{log(Mp), tw} < log(My) + tw, YVt € [0, +00).
Donde,

1) c(x) < 5N < Mo, Vit € [0, +00).

29 caso: w < 0.

Neste caso, se t > tg, como —tow > 0 e log(My) > 0, entao

log (IIS(t)|l2x)) < tw < log(My) — tow +tw, VYt > tq.
~—_——

>0
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Por outro lado, se t < ty, entao tw — tow > 0, dai,

log (1S(®)lle(x)) < log(My) < log(Mp) —tow + tw, Y0 < t < tq.
—_——

>0

Em resumo,
log (I[S(t)[l2(x)) < log(Moy)—tow + tw, ¥t > 0.

Consequentemente,
1S(8) || x) < Moe " e = Me™ Vit > 0.
————
M
L]

Definigao 2.9. Seja S um semigrupo de classe C° em X. O gerador infinitesimal de S é o
operador A : D(A) C X — X definido por

D(A) = {:U € X; lim % existe} ,

h—0t+

M7 z € D(A)

Az = lim
h—0+

Dado S um semigrupo de classe C° em X, vamos designar por A, o operador linear limitado

Shr—z x

Apz =
hT 3

subspace | Proposicao 2.10. D(A) é um subespago vetorial de X e A é um operador linear.
Demonstracao. Exercicio. O

Observagao 2.11. De acordo com a defini¢cao acima, todo semigrupo tem um gerador infinitesimal
associado. A principal questao é a reciproca, isto é, quando um operador linear A : D(A) C X —
X ¢é o gerador infinitesimal de algum semigrupo? O Teorema de Hille-Yosida nos dara as condigoes

para responder a essa pergunta.

Teorema 2.12. Seja S um semigrupo de classe C° em X e A o seu gerador infinitesimal. Dado
x € D(A), entdo
S(t)z € C°(]0, 4+00); D(A)) N C'([0, +00); X)

7 (S(t)x) = AS(t)x = S(t)Ax. (2.8)
Demonstracao.
Afirmacao 1: Se x € D(A), entao S(t)x € D(A) e A(S(t)x) = S(t)Ax.
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Dado x € D(A), seja y = S(t)x. Primeiramente, vamos mostrar que hh%l+ Apy = S(t)Ax. Para
—
isso, note que
Ay Shy—y Sh)St)x—St)x St+h)x—St)x
h p— pu— p—
h h

% = S(t)Apz.

~ = = S()

Como =z € D(A), temos que lim Apz = Az. Além disso, S(t) € L(X), entao S(t) é continua.
h—
Portanto,

lim Apy = hli)rgl+ S(t)Apx = S(t) ( lim A;@) = S(t)Ax.

h—0+ h—0+
Neste caso, provamos que S(t)r =y € D(A) e que Ay = S(t)Ax, ou seja, A(S(t)x) = S(t)Ax.
Afirmagao 2: 45(t)z = A(S(t)z) = S(t)Az, Yz € D(A).
Primeiramente, note que

S(h)S(t)x — S(t)x

A(S(t)z) = hllrél+ Ap(S(t)x) = lim+

h—0 h
. S(t+h)x—St)x df
=1 = — D(A).
e h g (e, Ve e D)
Com isso, temos que
+
% S(t)x = A(S(t)x) = S(t)(Ax). (2.9)

Agora, vamos calcular a derivada pela esquerda.

d S(t >05) S(t)
- . +0)z — S(t)x
p S(t)x—élig{ 5 , para —t <6 <0.
Fazendo 6 = —h, temos que 0 < h <t e
d S(t)e = lim S(t—h)x—S(t)x — tim S(t—h)x—S({t—h)S(h)x
dt h—0+ —h h—0+ —h
_ x— S(h)z ,
= lim S(t—h) [ —22) = lim S(t— h)Apx (2.10)
h—0~ —h h—0+
= lim (5@5 — B)(Apz — Az) + S(t — h)A:z:).

Do Corolario (2.5), temos que f(h) = S(t — h)Az é continua em [0, t), portanto

lim S(t —h)Az = lim f(h) = f(0) = S(t)Ax. (2.11)

h—0t h—0t
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Por outro lado, do Teorema 2.6, temos que
1S(t — R)||cx) < Me™h < Me*t, Vh € [0,t),
donde,

lim [[S(¢ = h)(Anz — Az)|| < lim [|S(t = R)llceollAnz — Az]

h—0t

(2.12)

< lim Me*'||Apx — Az|| = 0.

h—0t
Com isso, (2.10), (2.11) e (2.12) implicam que
% S(t)x = S(t)Ax = A(S(t)z), Yz € D(A). (2.13)

Portanto, de (2.9) e (2.13), temos que

S(t)r = S(t)Az = A(S(1)a), Var € D(A).

]

Proposigao 2.13. Seja S um semigrupo de classe C° em X e A seu gerador infinitesimal. Se
z: (a,b) = D(A) C X € uma curva diferencidvel tal que ' € D(A), entao a curva y(s) = S(s)z(s)

também € diferencidvel e

y'(s) = S(s)2'(s) + S(s)Ax(s), Vs € (a,b) (2.14)

Demonstracao. Primeiramente, vamos calcular a derivada de y pela direita.

S(s+h)x(s+ h) = S(s)x(s)

R h
o S(sER)a(s + W) =S(s + h)a(s) + S(s + Was) = S(s)a(s)
h—0+ h

S(s+ h)x(s+h)—S(s+ h)x(s) N S(s+ h)x(s) — S(s)x(s))

—
»
_l_

=

|
8

( h h
L, Hs 1) =a(s) g SU)els) — 5(s)e(s)
= tim (st ™= 564,00 )
= tim (st (EERTID) s m)a/ () 4 (64 ) + 56 a(e))

S(s + h) (x . &) _ x’(s)) +S(s + h)a'(s) + S(S)Ah(a:(s))>
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W S(s)a'(s) + S(s)Az(s).

() Vamos provar a seguir a convergéncia de cada um dos limites.

Da desigualdade (2.7), temos que

S(s + 1) (x(s +h) —a(s) x/(s)) H < lim Me(sth)

lim
h—0+

h T h—0Tt

Como S(-)z é continua (Corolario 2.5), temos que

lim S(s+ h)z'(s) = S(s)2'(s).

h—0t+

Da continuidade de S(s) e do fato que limy,_,q+ Apz = Az, para todo z € D(A), temos que

lim S(s)An(z(s)) = S(s)Ax(s).

h—0t+

Agora vamos provar a derivada pela esquerda.

y(s +9) —y(s)

Y (s) = 51_i)r517 5 , para —s <6 < 0.
Analogamente, fazendo h = —4 > 0, temos
V(0= i WD)y, Slo= Wt =)~ Sy
_ lim S(s —h)x(s —h) — S(s — h)z(s) + S(s — h)x(s) — S(s)z(s)
h—0+ —h
~ <S(s B h)x(s — li)h— x(s) N S(s— h)x(i)h— S(S)x(S))
: (s —h) — x(s) , S(s —h)—S(s)
- hli>r(l)1+ <S(S —h) —h ) + hli%l+ ( —h I(S))
- g (3004052 g (st -5t

(Como antes, vamos calcular os limites usando a limitagao de S e a continuidade de S(-)x)

— lim | S(s+0) ("’(3 +0)—als) x’(s)) +8(s +8)7'(s) | +
0—=07 | N — ) N e’
limitado ™ ~~ 4 S(-)x é continua

lim (S(s — h)Au(x(s)))

h—0t
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= S(s)2'(s) + lim | S(s —h) | Ap(z(s) — Az(s) +S(s — h)Ax(s))
—_——

h—0t+

Vv v
limitado —0 S(-)z continua

= S(s)a'(s) + S(s)Ax(s).
[l
Teorema 2.14 (Existéncia e Unicidade do PVI). Seja S um semigrupo de classe C* em X e A

seu gerador infinitesimal. Se xo € D(A), entdo x(t) = S(t)xo define uma unica solu¢io do PVI

2'(t) = Az, t € [0,400)
z(0) = xq.

Além disso,
x € C°([0,+00); D(A)) N C*([0, +00); X).

Demonstragao. De fato, do Teorema 2.12, como zo € D(A), temos que

d

(S(t)xo) = A(S(t))xog = Ax(t), Vt € [0, +00).

E também a condigao inicial
z(0) = S(0)zo = xo.

Além disso, o Teorema 2.12 garante a seguinte regularidade:

z € C°([0, +00); D(A)) N C*([0, +00); X).

Resta provar a unicidade. Para isso, seja v = v(t) uma outra solu¢do paro o mesmo PVI.
Defina, para cada t > 0, w(s) = S(t — s)v(s), s € [0,1].
Afirmacao 1: w'(s) = S(t — s)v'(s) — S(t — s)Av(s), para todo s € [0, ¢].

Com efeito, defina z(7) = v(t — 7) e u(r) = w(t — 7), entdo
uwr)=wt—7)=St—(t—7))vt—7)=S(T)v(t—7)=5(1)2(7).
Da identidade (2.14) e da regra da cadeia para fungoes vetoriais,
u'(1) = S(1)2 (1) + S(1)Az(1) = =S(T)v'(t — 7) + S(7)Av(t — 7).
Como u/(7) = —w'(t — 7), temos que

w'(t—71)=S(T)N({t—71)—S(1)Av(t — 7).
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Portanto, fazendo 7 =t — s, temos que

w(s)=w'(t—(t—39) =St —s)'({t—(t—3s))— St —s)Av(t — (t — 5))
= S(t—s)v'(s) = S(t — s)Av(s),

como queriamos.

Como v é solucao do PVI, entao v'(s) = Av(s), donde
w'(s) = S(t — s)v'(s) = S(t — s)Av(s) = S(t — s)Av(s) — S(t — s)Av(s) = 0.
Portanto, w é constante. Entao

w(t) = w(0) = S(0)v(t) = S(t)v(0) = v(t) = S(t)ug = u(t).

Observagao 2.15. Se g ¢ D(A) em X, entdo z(t) = S(t)xy nao ¢ diferenciavel. Neste caso,
dizemos que z = z(t) é uma solucao branda (mild solution, em inglés.) do PVI. Além disso,
do Corolério 2.5, temos que z € C°([0, +00); X).

Exercicio 2.16. Seja S um semigrupo de classe C° em X e A seu gerador infinitesimal. Se
xr € D(A) mostre que

S(t)r — S(s)r = /t AS(T)zdr = /tS(T)Ax dr (2.15)

S

prop2.11| Proposigao 2.17. Seja S um semigrupo de classe C° em X e A seu gerador infinitesimal. Entao
para todo v € X,

t t
/ S(s)xds € D(A) e A </ S(s)xds) =S(t)r —x.
0 0
Demonstracao. Dado t € (0, +00), seja

o= /Ot S(s)x ds.

Basta mostar que lim+ Apv = S(t)x — x, pois da definigdo de gerador infinitesimal, teremos que
h—0

veDA) e Av = S(t)x — x.
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Note que, como A, € L(X), da Proposigao 1.31, temos que

AhU—Ah (/ S $d8) /Ah

—/ Tds == /Sh—i—s)x—S(s)de
0 h
1 t

t 1
_E/o S(h—i—s)wds—ﬁ/o S(s)xds

(Mudandaca de varidveis 7 = h 4 s na primeira integral e fazendo s = 7 na segunda)

_ %/}:MS(T)MT - %/Otsmx dr
- (% /htS(T)de %Zt+h5<7>m dT) - (% /Oh S(r)a d¢+%/ht S(r)e dT>

1 t+h 1 h
_ ﬁ/t S(T)xdf—ﬁ/o S(7)z dr.

Como S(-)x é continua (Corolério 2.5), pela identidade (1.4),

lim A = lim (% /t s dr % /0 'S dT> S(t)z — S(0)x = S(t)z — .

h—0t+ h—0t

Como queriamos. O

Proposigao 2.18. Seja S um semigrupo de classe C° em X e A seu gerador infinitesimal. Entdo

A € fechado e seu dominio € denso em X.

Demonstracao.
1. D(A) é denso em X.
Dado = € X, basta mostrar que
1

h
v, = E/ S(t)zdt € D(A) e vy, — z, quando h — 0*.
0

De fato, que vy, € D(A) decorre diretamente da Proposi¢ao 2.17. Como S(-)x é continua, pela
identidade (1.4),

1t
lim v, = lim —/ S(t)xdt = x.
0

h—0t+ h—0t

2. A tem grafico fechado'
Seja (Ty)neny C D(A) tal que x,, — = e Ax,, — y em X. Devemos mostrar que x € D(A) e
Ax =y.

1O grafico G4 de A é um subespaco fechado de X x X.
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Como A;, é continuo, da identidade (2.15), temos que

Apr = lim Apz, = lim l(S(h)xn = lim —/ S(t)Ax, dt (2.16) |aux.ingl

n——+oo n—-+oo ]’L n—H—oo

Da desigualdade (2.7), temos que
1S(t) Az — Syl < ISO)llecx) Az — yll < Me!|| Az, — y|| < Me"|| Az, — y.

Donde,

1 [h 1 [h 1 [h
—/ S(t) Az, — Sty dt| < —/ 1S(t) Az — S()yl| dt < —/ M| Az, — g dt
h 0 h 0 h 0 [\ V)

~
nao depende de t

< Me“"|| Az, — y|| — 0, quando n — +o0.

Da da identidade (2.16), temos que

1 [ 1 [
Apr = lim —/ S(t)A[Endt:—/ S(t)y dt.
h Jo h Jo

n—-4o0o

Por fim, como x € D(A) e S(-)y é continua (Coroldrio 2.5), da identidade (1.4), temos que

Aa:—hmAhx—hm—/S Jydt = S(0)y =

h—07+ h—0+ h

]

Observagao 2.19. A Proposicao 2.18 nos dd uma condicao necessaria para que um operador A seja

o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C° em X.

Proposigao 2.20 (Unicidade). Sejam Sy, Sy dois semigrupos de classe C° em X, com o mesmo

gerador infinitesimal A. Entdo S; = Ss.

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar que S (t)x = Sy(t)z, para todo x € D(A). De fato,
dado x € D(A), como S; e Sy tem o mesmo gerador infinitesimal, pelo Teorema 2.14, temos que
x1(t) = S1(t)z e xo(t) = Sa(t)x sdo duas solugoes do mesmo PVI. Da unicidade de solugoes, temos
que Sy (t)x = Sa(t)z.

Agora vamos usar a densidade de D(A) em X para concluir a demonstracao. Com efeito, dado
r € X, seja (Tn)neny C D(A) tal que z,, — x em X quando n — +o0. Como z,, € D(A), temos
que S1(t)x, = Sa(t)x,, para todo n € N. E como S;(t), S2(t) € L(X), entdo

Si(t)z = lim Si(t)x, = lim Sy(t)x, = So(t)x.

n—-+o00 n—-+00
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2.2 Teorema de Hille-Yosida

Definigao 2.21. Seja X um espago de Banach e A : D(A) € X — X um operador linear
fechado. O conjunto
p(A) ={X € K; NI —A é bijetor }

e chamado de resolvente de A, enquanto o(A) = K\ p(A) é dito o espectro de A. Além disso,

para cada A € p(A), definimos o operador resolvente por
R\ A) = (M —-A)1: X — D(A),

o qual pertence a £(X) em virtude do Teorema do Gréfico fechado (veja o Teorema A.4 e a
Observagao A.G).

Observagao 2.22. Consideremos as notagoes da Definigdo 2.21. Nesse caso, se A € p(A), entdo os

operadores A e R(\, A) comutam em D(A). Mais precisamente,
(a) AR\, A)x = AR(\, A)x — z para todo = € X;

(b) R\, A)Ax = AR(X\, A)xz — x para todo x € D(A);

(c) AR(N, A)x = R(\, A)Ax para todo = € D(A).

Com efeito, se g € X, temos

(AT—=A)R(\, A)xg = 29 = AR(\, A)xg — 29 = AR(), A)xy,
provando o item (a). Analogamente, se x; € D(A), entao

RN AN —A)zy =21 = AR\, A)zy — 11 = R(\, A) Az,

seguindo o item (b). O item (c) é uma consequéncia imediata dos itens (a) e (b).

Exercicio 2.23. Dados dois operadores lineares invertiveis U,V : D(A) C X — X, prove que
U=V =U"YV -U)V~L Conclua que, se A, u € p(A), entao R(\, A) e R(u, A) comutam.

Teorema 2.24 (Hille-Yosida). Seja X um espag¢o de Banach. Um operador linear A : D(A) C
X — X € o gerador infinitesimal de um semigrupos de contragoes se, e somente se, $Go

validas as sequintes afirmacoes:

(1) A € fechado e densamente definido, i.e., D(A) = X;



28 Capitulo 2. Semigrupos de Operadores Lineares

(73) (0,400) C p(A) e, para todo A > 0, temos

1
RO, A)lex) < %

A demonstragao do Teorema 2.24 sera organizada em alguns lemas.

Lema 2.25 (Condigao Necessaria). Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes.
Entao A € fechado e densamente definido. Além disso, (0,400) C p(A),

R\, A)x = / h e M5 (&) dE,

0

1
e 1RO\ Alleo < 5

Demonstrag¢ao. Da Proposicao 2.18, ja vimos que A é fechado e densamente definido.

Fixemos A > 0 e, para cada x € X, definamos

Lyz := /00 e S(€)x dE.
0

Primeiramente, vejamos que L,z estd bem definida. Para isso, do Corolario 2.5, temos que a
funcao
t € [0,+00) — [le™S(t)z| € R,

é continua. Como S é um semigrupo de contragoes, temos

0o 00 00 b
/ He—MS(t)xndt:/ e—M||5(t)x||dtg||x||/ et — ||z lim / e gt
0 0 0 b—=+o0 Jo

=Xt ¢t=b
:M lim (1—e_b) :@ < +00.

e
— im ——
Hx” rie t=0 A b—otoo

b—+o00 A

ou seja, a integral impropria utilizada para definir pontualmente L) é absolutamente convergente.
Consequentemente Ly estd bem definida. Claramente, Ly é linear e além disso, procedendo como

fizemos acima,

Lall < [ eSOl < [ ol at
0 0

=l

t=0 A

]

= 27 lim —e M

isto é, Ly € L(X) e || La]lzx) <
Afirmacao: Ly = R(\, A).

Provaremos que

>
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1.Vee X, Lyx € D(A) e Al-A)Lyz =z, i.e., A(Lyz) = ALz — z.
2. Vo € D(A), Ly(A\l—=A)z = x, i.e., Ly(Az) = ALz — x.
De fato, dado x € X, seja h > 0, como A, € L, temos que

An(Laz) = Ay ( A e%s&)xdg) — 5 [ s - e s

1 [ 1 [
— / e MS(E+ h)rdé — — / e S(€)x dé
h Jo h Jo
(Fazendo a mudanga s = £ + h na primeira integral e trocando £ por s na segunda)
1 [ 1 [
= —/ e NS (s)xds — —/ e S(s)x ds
h Jp, h Jo
Ah oo 1 o0
= e_/ e S(s)rds — —/ e S(s)r ds
hJn h Jo

eAh o) h 1 00
= — </ e S(s)x ds —/ e S(s)x d8> — —/ e S(s)x ds
h-\Jo 0 h Jo

A1 oo A b
= / e MS(s)rds — — [ e *S(s)xds
hJo hJo
Mo Mo ph
= ; Lyx — % i e S(s)x ds

Aplicando-se o limite quando h — 07, obtemos

e)\h —1 1 h
A(Lyx) = hlirgi Ap(Lyz) = lim ( ? L>\$—€’\h—/0 e_’\SS(s)xds)

h—0+ h
continua
= ie>‘h Lyr — lim (e 1 /h e S(s)x ds
dh  lh=0 h—0+ hJo
M
= AL,z — =, v

0 que prova o o item 1. Agora vamos provar o item 2. Dado = € D(A),

Ly(Az) = /0 ooe—AfS(g)Axdg: /0 h e‘Agd%S(é“)xdf

= [7 |5 est©n) < aesstern) ag

= lim <e_>‘55(§)x ig) + /\/OOO e S(€)x d¢

b——+o0

= lim (e MS(b)x) —z+ ALyz

b—~+o0
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(como S é uma contragao, ||e=**S(b)z| < e ||z|| — 0, quando b — +0c0)

= —x+ \L,x,
como queriamos. O

Lema 2.26. Suponhamos que A satisfaca as condigoes (i) e (ii) do enunciado do Teorema 2.2).
Entao
lim AR(M\,A)x ==z, V€ X.

A—+o00

Demonstragao. Caso 1: xy € D(A).

Nessa situgao, a Observacao 2.22 nos da
1
IMR(A, A)zo—zollx = [|R(A, A)Azo|x < IR(X, A)llcexllAzollx < T llAzollx — 0 quando A — +oo.

Caso 2: z; € X.
Tomemos £ > 0. Como D(A) é denso em X, seja y € D(A) tal que

€

ly — 1]|x < 1

Pela convergéncia obtida no Caso 1, existe \g > 0 tal que, se A > \g, entao

g
IARO, A)y — yllx < 5.

Com isso,

[ARA, A)ay — as|| < [[AR(A, A)zy — AR, Ayl + [AR(A, A)y =yl + ly — 24|
S AR, Al eeollzr = ylix + AR, A)y = yll + lly — 24
< 2flzr —yllx + AR, A)y —yllx

g £
<2242
175

:6’

sempre que A > \g. Isto significa que /\hrf AR(M, A)xy = 1, 0 que completa a demonstragao. [
—+00

Definicao 2.27. Seja A € (0,400) N p(A). O operador linear limitado Ay : X — X, definido
por

Ay = MARN A) = NPR(N\ A) — M1

é dito uma aproximacgao de Yosida de A
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Lema 2.28. Suponhamos que A satisfaca as condicoes (i) e (it) do enunciado do Teorema 2.2/.
Se {Ax; A > 0} € a familia de aproximagoes de Yosida do operador A, entdo

lim Ayz = Az, Va € D(A).

A——+o00

Demonstracao. Seja x € D(A). Utilizando a Observacao 2.22 (¢)0 e o Lema 2.26, é imediato que

lim Az = /\lim AR(N, A)Azx = Ax.

A——+00 — 400

]

Lema 2.29. Seja A satisfazendo as condicoes (i) e (it) do enunciado do Teorema 2.24. Se
{A\x; A > 0} € a familia de aproximagoes de Yosida do operador A, entdo:

(a) Para cada X > 0, A\ € o gerador infinitesimal de um semigrupo uniformemente continuo de
Ay .
)

contracoes €'
b) Dados x € X e A\, u> 0, temos
u
Hem*x — etA“xHX < t|Ayx — Az x.

para todo t € [0, 400).

Demonstracao. (a) Fixemos A > 0. Como A, € L(X), entdo A, é o gerador infinitesimal do

semigrupo uniformemente continuo e‘4* (veja o Exemplo 2.2 (a)). Além disso, para cada
t > 0, temos
2 2 2
HetA)\H _ |t R(A,A)—tAIH < ’ o R(A,A)H He—tM” — ot [ R()\,A)H
< eft)\et)\zHR()\,A)H <1,
pois

1
2| RN, A)|| < tA2- 1= tA.
Portanto, {e*;t € [0, +00)} é um semigrupo de contracoes.
(b) Fixemos z € X, \,x > 0et>0. Como Ay, A, € L(X), definamos f : [0,1] — L(X) pondo

f(S) = etsA)\et(lfs)A#x _ etAu(ESt(AA*AM)m

Y

para cada s € [0,1], onde a segunda igualdade segue do fato de os operadores Ay e A,

comutarem (veja o Exercicio 2.23 ). Cabe observar que
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1. f(0) =ex e f(1) = ety
2. f'(s) = t(Ay — A,)etsMet=s)Auy,

Consequentemente, pelo Teorema Fundamental do Célculo,

ety — etAugll = — = 1 "(s)ds
[ I = 171) - 7)) ”Af(ﬂ

<t HetsAAet(l—s)AMH ||A,\ZL' o AM$||

-~

<1

<t - Al

1
/ t(Ay\ — Au)etSA*et(lfs)A*‘x ds
0

Demonstra¢ao do Teorema 2.2/ (Condigao Suficiente) .
Passo 1: Existe lim ez, Vo € D(A).

A——+o00

Dado z € D(A), seja (A, )neny uma sequéncia em (0, +00) tal que A\, — 400, quando n — +o0.
Pelos Lemas 2.29 e 2.28 | temos que

||etAA"x - etAAmxH <t Ay, x— Ay, x| < t]|Ar, x—Ax||+t]|Az— Ay, z|| = 0, quando m,n — +oo.

Neste caso, a sequéncia (e nx),cny é de Cauchy em X, portanto convergente. Como (\,)nen

é tomada arbitraria, temos que o limite /\lim et 1 existe. Portanto, para cada t € [0, +00),
—+00
podemos definir S(t) : D(A) — X por:

S(t)z := lim ez (2.17)

A——+00

: nvergenci im e"*z é uniforme em interv. imi mr 1 .
Passo 2: A convergéncia | g & forme e tervalos limitados com respeito a t
A——+o00

De fato, dado T' > 0, para todo t € [0,7] e A\, u € (0,400), pelo Lema 2.29, temos que

He“‘*m _ S(t)xH < HetA,\x _ etAum“ + HetAux — S(t)xH

< T\ Aye — Ay + || 2 — S(t)z|).
De (2.17) e do Lema 2.28, fazendo u — +00, obtemos

||@tA>‘I' _ S(t)fUH S THA)\I — A$||,
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o que garante a convergéncia uniforme. Com efeito, dado € > 0, como Az — Ax, existe A\g > 0

(independente de t) tal que se A > Ay, entao
5
Consequentemente,

HetAA:r; — S(t)z|| < T|| Az — Az|| < &, qualquer que seja ¢ € [0,T7].
Passo 3: Vamos estender a S(t) para todo x € X

De fato, ja temos a definigdo para = € D(A), quando z € X \ D(A), pela densidade, tome

() nen em D(A) tal que x,, — x em X. Como e é um semigrupo de contragoes, temos que

1S () — S(t)x,| < HetAAxm — S(t)m|| + HetAAxm — etA*a:nH + HetAAxn — S(t)a||
< HetA*xm — S()Tm|| + |m — 20l + HetA*xn — S(t)z,||

Fazendo A — 400, temos
[1S(E)am — SE)znll < llzm — @nll,

isto é, (S(t)xn)nen € de Cauchy em X e portanto convergente. Assim, definimos

S(t)xr = lim S(t)x,. (2.18)

n—-+0o0o

Como a sequeéncia de Cauchy é uniformemente convergente em ¢, entao este limite é uniformemente

convergente em ¢.

Passo 4: Vamos provar que

S(t)r = lim ez para todo z € X. (2.19)

A—+00

E que esta convergéncia é uniforme em intervalos limitados.

Com efeito, se © € D(A), segue de (2.17). Se x € X \ D(A), pela densidade, tome (x,,)nen tal

que x, — = quando n — +o00. Como e é um semigrupo de contracoes, note que

Do — St)z|| < ||z, — e || + || e, — Sz || + [|1S(t)z, — S(t)z]|
< |lwn — || + ||etAA:Un — S(t)an|| + [|S(t)z, — S(E)z| -
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Dado ¢ > 0, de (2.18), existe ng suficientemente grande tal que

H6tA>\$ _ S(t)-TH < %4- ||6tAAxn0 — S(t)éEnOH + %

De (2.17), temos que existe Ag > 0 tal que se A > )¢, entao

e, = S(t)an|| < <,
donde concluimos que
HetA*:c — S(t)z|| <e.

Como cada convergéncia é uniformemente em intervalos limitados, temos que (2.19) também o é.
Passo 5: (5())so ¢ um semigrupo de Classe C° de contragoes.

Ja definimos S(t) : X — X, para todo t € [0,+00). De (2.19), temos que S(t) é linear. Note
ainda que
ISzl < lim [l e < [l2f], Vo € X
A——+00

Portanto S : [0, +00) — L£(X) e é uma contra¢ao. Do Passo 4, temos que

S(0)z = lim "Mz = lim z=x= 5(0)=1.

A——+00 A——+o00

Além disso, escrevendo dado x € X e escrevendo y = S(s)x, vemos que

|S(t+ s)x — S(t)S(s)z]]
< ||S(t+ s)z — eI Ng|| 4 || eIy — NS (s)z|| + ||t S (s)z — S(t)S(s)z||
< ||S(t+ s)z — TN 4 [ ox) |l — S(s)z|| + ||y — Sy
~————

<1

Fazendo A — +o00, temos que
|S(t+ s)x — S(t)S(s)z|| =0, Vo € X.

Assim, S satisfaz a propriedade de semigrupo (item 2 da Definigao 2.1) e portanto é um semigrupo.
Resta mostrar que S é de classe CV.

De fato, dado = € X, tome algum T > 0 (Por exemplo 7" = 1). Como a convergéncia em
(2.19) é uniforme em [0, 7], dado £ > 0, existe A\g > 0 (independente de ¢ € [0, 7T), suficientemente
grande, tal que

|S(t)z — ezl < g, Vte[0,T].
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Por outro lado, como et é um semigrupo uniformemente continuo, temos que

lim || —1|zx) = 0.
=400

Dai, existe 0 < 6 < T tal que se ¢t € (0,0), entao

[0 —Ileeo) < 577 2|| I
Portanto,
1S(t)a —z|| < [|S(t)x — oz + [l oz —
|| () — Moz + [0 — Tl 20 |l2]]
< * 3l HH 1=

Passo 6: A é o gerador infinitesimal de S(t).

Como S(t) é um semigrupo de Classe C?, seja B seu gerador infinitesimal. Basta mostrar que
provar que A = B.
Primeiro vamos provar que D(A) C D(B) e Az = Bx. Para isso, tome z € D(A) e, de acordo

com a Defini¢ao 2.9, devemos mostrar que

1. lim W existe, portanto z € D(B);
h—0t
2. Br:= lim 20t — gy

Para isso, como e é um semigrupo de classe C?, de (2.15),

h
S(h)z —z = lim ("2 —2z)= lim e Ay dt
A——+o00 A—=+o0 Jo
h h
= lim e (Ayz — Az)dt + lim e A dt
A—r+too J A—+oo [
= L1+ L.

Vamos calcular cada limite separadamente. Primeiramente, note que

h h
/ etA*(Aw—A:B) dt” S/ ||e“‘*||[;(x> ||Axz — Ax|| dt
0 0 ——>—

< h||Axz — Az|| - 0, quando A — o0,
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portanto, L; = 0. Para calcular Ly, relembre que provamos a convergéncia uniforme (2.19). Neste
caso, dado € > 0, existe \g > 0 tal que se A > )y, entao

et Az — S(t) Az < % Vit e [0,h)].

Com isso,

h h
/ e Ar — S(t)Ax dtH < / e Az — S(t)Ax|| dt < e.
0 0

O que significa que Ly = foh S(t)Az dt. Como consequéncia,
h
S(h)x —x = / S(t)Ax dt.
0

Neste caso, como S(:)Az é continua (Corolario 1.9), segue da Proposicao 1.32 que

S(h)x — [
T (O St / S(t) Az dt = Ax.
h—0t h h—07+ 0
Logo, provamos simultaneamente que z € D(B) e que Bz = Ax.
Por outro lado, se x € D(B), seja v = (I —B)x. Por hipdtese, como 1 € p(A), entao I—A :

D(A) — X é bijetor. Neste caso, existe y € D(A) tal que
(I-A)y = (I1-B)z.
Ja que y € D(A) C D(B), como acabamos de provar Ay = By. Dali,
(I-B)y=(1-B)x= (I1-B)(y —z) =0.

Como B é o gerador infinitesimal de S(t), que é um semigrupo de contragoes, entao pela condigao
necessaria do Teorema de Hille-Yosida, que ja foi provada, temos que 1 € p(B), o que implica que

[ —B é invertivel e portanto
(I-B)(y—z)=0= R(1,B)I-B)(y —r) =0= 2 =y € D(A).

Ja que x € D(B) foi tomado arbritario, temos que D(B) C D(A). Donde, concluimos que
D(A) = D(B) e que consequentemente Bx = Az. O que encerra a prova do Teorema de Hille-
Yosida para semigrupos de contragoes.

0
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Apéndice

A.1 Resultados Classicos

Nao seria R?
erstrass| Proposicao A.1 (Teste de Weierstrass). Seja f : [a, +00)xA — X, A ‘um subconjunto aberto de C
continua em t € [a,+00) para cada X € A Se existe M : [a,+00) — R continua e positiva em
t € [a,+00) tal que

(@) [[F(& M < M(@), V(t,A) € la, +00) x A,

(i) /OO M(t)dt < +oo.

Entao

/a TN dt

converge absolutamente para cada A pertecente ao conjunto A e a convergéncia é uniforme nesse

conjunto.
Demonstracao. CITAR n

A seguir, enunciamos dois resultados basicos da Analise Funcional que serao utilizados nas
exposigoes deste minicurso. O primeiro deles é o Principio da Limitagdo Uniforme (versao do
Teorema de Banach-Steinhaus no contexto dos espagos normados) e o outro é o Teorema do

Gréfico Fechado, ambos consequéncias do importante Lema de Baire (veja [4]).

Teorema A.2 (Banach-Steinhaus). Sejam X eY dois espagos normado, com X completo, e con-
sideremos uma familia
F=A{T,: X —VY;iel} C L(X,)Y),

nao necessariamente enumerdvel, com a sequinte propriedade: para cada v € X, temos

sup || Tizlly < oo.
iel

37
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Entao

sup | Tl ey < oo.
iel
Em outras palavras, a limitagao pontual da familia F implica a sua limita¢ao uniforme.

Observagao A.3. (a) No Teorema A.2, a hipdtese de que X seja coompleto nao pode ser remo-
vida. De fato, definindo

on : T = (75)72, € coo —> nT, €K,

para cada inteiro positivo n, fica estabelecida uma familia pontualmente limitada que nao é

uniformemente limitada (relembre o Exemplo A.15 e consulte [4]).

(b) Ainda com as notagoes do Teorema de A.2, a limita¢ao uniforme de F, expressa por
sup || T3l cx ) < oo,
iel

¢ o mesmo que dizer que F é uma familia equicontinua (de fato, basta adaptar a demonstragao

da Proposigao 1.9 para obter este fato).

Teorema A.4 (Gréfico Fechado). Sejam X e Y dois espagos de Banach, e consideremos uma
aplicagao linear T': X — Y. Se

Gr={(z,y) € X xY;y=Tux}
¢ um subespaco fechado de X XY, entao T € continua.

Observagao A.5. (a) Dentre as hipoteses do Teorema A.4, a completude de cada um dos dois

espagos nao pode ser removida (veja [4]).

(b) Conforme o enunciado do Teorema do A.4, G é um subespago vetorial de X XY (nao apenas
um subconjunto do mesmo, como ocorre em geral para aplicagoes entre dois conjuntos dados).

Isto é verdadeiro porque T': X — Y é uma aplicacao linear.
(c) E fcil ver que a aplicagao linear T': X — Y se exprime como a composicao
T =m0 (mla,) ",

onde 7 e my a0 as projecoes naturais de X x Y sobre X e Y, respectivamente. A principal
dificuldade na obtengdo do Teorema A.4 é demonstrar que (m|g,)"! : X — Gr é uma

aplicacao continua (veja [4]).
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A seguir, apresentamos uma importante consideragao sobre o operador resolvente mencionado

na Definigao 2.21.

Observagao A.6. Consideremos as notagoes da Definigao 2.21. Para cada A € p(A), vejamos que

o operador linear R(\, A) : X — D(A) C X ¢ limitado. Com efeito, como X ¢é um espago de

Banach, o Teorema do A.4 garante que é suficiente verificarmos que o grafico G de R(\, A) é um

subespago fechado de X x X. Nesse caso, consideremos uma sequéncia (x,, R(A, A)z,)5, em G

convergindo a (z,y) € X x X. Isto significa que
T, = v e R\ Az, —yem X.
Da Observagao 2.22 (a), para todo n € N, temos
AR\, A)x,, = AR\, A)zy, —
Das convergéncias em (A.1), temos
nl_lgloo AR\, A)x, = nl_igloo[)\li’()\, Az, — ) = Ay — x em X.

Como
Yn := R\, Az, > ye Ay, = AR\, A)x,, > Ay — x

(A1)

em X, o fato de A ser um operador fechado nos diz que y € D(A) e que Ay = Ay — x. Logo,

A -A)y=2= R\, Az =y = (z,y) € G.
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A2 Espagos ¢,

Exemplo A.7. Seja p € [1,+00) e definamos

by = {(xN)Zozl; Z |z |P < +OO}

n=1

Mostraremos que as operacoes

((xn)yozozp (yn>$10=1) € by X by — (Tp + Yn)ney € 4y

(/\, (xn)fﬂ) e Kx by, — (Az,)02, €4,

estao bem definidas e que a aplicacao

oo 1/p
(xn)?zozl € gp — (Z |$n|p) e R.

n=1

Tais objetivos serao alcangados no Corolario A.11.

Proposicao A.8 (Desigualdade de Holder para somas). Sejam p,q € (1,400) tais que

Se (x1,-+ ,x,) €K™ € (y1,- - ,yn) € K", entao

n n 1/p n
Sl < (Slar) (Llr)
j=1 Jj=1 Jj=1

1/q

Demonstra¢ao. Em virtude do Teorema do Valor Médio, nao ¢ dificil constatar que, para quaisquer
a,b € [0,400) e a € [0, 1], tem-se

a®b'™* < aa+ (1 — a)b. (A.2)

Como claramente podemos supor que

n n

D P >0e > [y >0,

j=1 j=1



A.2. Espagos £, 41

consideremos
B R T
2?:1 ;[P 2;1 |y;[P
para cada m € {1,--- ,n}. Logo, tomando a = % e aplicando (A.2), temos
a® b < aa, + (1 — )by,
isto é,
|| |Yim| Lo ol Lo Jyml
: < —- n + = n ) <A3) ineq
n 1/p " 1/q p Zj:l |$]’p q Zj:l |yj|p
ijl ;[P Zj:l |y;[P
para cada m € {1,---,n}. Somando membro a membro as n relagoes descritas em (A.3), fica
demonstrada a desigualdade de Holder do enunciado. O

Corolario A.9 (Desigualdade de Holder para séries). Sejam p,q € (1,+00) satisfazendo %—l—% =1.

Se (24,)22, € Ly e (yn)o2y € Ly, entdo (x,yn)0e, € {1 € vale

oo 00 1/p 00
bl < (Xt} (Xl
n=1 n=1 n=1

Demonstrag¢ao. Segue imediatamente da Proposi¢ao A.8. O]

1/q

Proposicao A.10 (Desigualdade de Minkowski para somas). Sejap € (1,400). Se (x1, -+ ,2,) €
K" e (y1, - ,yn) € K", entao

1/p 1/p

n 1/p n n
(Tlestur) < (Shl) +(Smr)
j=1 j=1 j=1
Demonstracao. Como claramente podemos supor que
> a4yl >0,
j=1

a Proposicao A.8 nos da

Sl yl = la + il g+
j=1 j=1

e et A e R E e L (7]
j=1 j=1
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i Ya , n 1/p
< (Strue) ()
J=1 J=1
i Ya , n 1/p
(St ) ()
J=1 Jj=1
n 1/q n 1/p n 1/p
= (Z|xj+yj|7’) KZ\%I”) + (Z|yj|p> ], (A.4)
Jj=1 j=1 j=1

—1/q
onde ¢ = ~£5. Multiplicando os membros de (A.4) por (2?1 |z; + yj|p> , fica demonstrada a

desigualdade de Minkowski do enunciado. O]

Corolério A.11 (Desigualdade de Minkowski para séries). Seja p € (1,+00). Se v = (x,)%, €
Uy ey = (Yn)ly € 4y, entdo (T, +Yn)o2, € L, € vale

00 1/p 00 1/p o 1/p
(Z|xn+yn|P) s(Z\xn\P) +(Z|ynv“) .
n=1

n=1 n=1

Em outras palavras, x +y € {,, ou seja, a adicao em £, apresentada no Exemplo A.7 encontra-se

bem definida e, além disso, vale a desigualdade triangular

12+ yllp < [l + [[yllp-

Assim, sendo imediata a boa definicao da multiplicacao por escalar em £, também declarada no

Exemplo A.7, resulta que (€y, || - ||,) € um espago vetorial normado.
Exemplo A.12. Denotemos por
e c o conjunto de todas as sequéncias convergentes em K;
e ¢( o conjunto de todas as sequéncias convergentes em K convergindo para zero;

e cy 0 conjunto de todas as sequéncias (x,,)>2, em K com a seguinte propriedade: existe um

inteiro positivo ng tal que z,, = 0 para todo n > ny.

Claramente,
CooCCoCCCgoo.

Além disso, nao é dificil constatar que ¢ é um subespaco vetorial fechado de /.

Exemplo A.13. Para cada espago métrico M, C,(M), apresentado no 1.8 é um espago de Banach,

uma vez que é um subespago fechado de B(M) (veja a Observagao 1.20).
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Exemplo A.14. O subespaco vetorial ¢ de /., mencionado no Exemplo A.12, é um espaco de

Banach, em virtude da Proposicao 1.9 e da Observacao 1.20.

Exemplo A.15. O subespaco de ¢y de /.., mencionado no Exemplo A.12, NAO é um espago de

Banach. De fato, para cada inteiro n > 1, consideremos
1 L1 L 0,0,0 €
LTy = st o T T Yy Uy Uyt Coo-
2’3 n 0

E facil ver que (x,)22; é uma sequéncia em cgy que converge a

11 1
= 1l.— = e = ... Eoo .
x (72737 ’TL, )e \COO

Isto significa que (x,)32; é uma sequéncia de Cauchy em cyy que NAO CONVERGE em cqp.

A.3  Funcionais e operadores lineares ilimitados

Proposigao A.16. Se é X um espa¢o normado de dimensao infinita, entao X' # X*.
Demonstragao. De fato, em virtude do Lema de Zorn, sabemos que X possui uma base (de Hamel)
B ={z;iel},
onde I é um conjunto infinito. Podemos supor que ||z;||x = 1 para todo i € I. Agora, seja

J = {iy,ig, - ig, -}

um subconjunto infinito e enumeravel de /. Logo, existe um unico funcional linear ¢ : X — K

tal que
e ¢(x; ) =k para cada k € N;
o o(r;)=0seiecl)\J.

Um vez que

|
nao existe C' > 0 de modo que valha |p(z)| < ||z||x para todo z € X. Pela Proposi¢ao 1.9, ¢ nao
¢ continua, isto é, p € X*\ X' O

Observagao A.17. Dados dois espacos normados X e Y, com X de dimensao infinita, sempre

podemos definir uma aplicacao linear descontinua 7' : X — Y. Realmente, consideremos B e [
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como na Proposicao A.16, e seja y € Y com ||y|ly = 1. Nesse caso, basta tomar 7' : X — Y como

sendo a unica aplicacao linear satisfazendo
e T'(z;,) = ky para cada k € N;

o T'(z;)=0seiel\J.
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